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ПРЕДИСЛОВИЕ 


Механика сплошной среды (МСС) — раздел теоретической физики, в ко- 
тором изучаются макроскопические движения твердых, жидких и газообразных 
сред. В ней вводятся фундаментальное понятие материального континуума и 
полевые характеристические функции, определяющие внутреннее состояние, 
движение и взаимодействие частиц среды, взаимодействия между различными 
контактирующими средами. Для этих функций устанавливаются конечные, 
дифференциальные и другие функциональные уравнения, представляющие фи- 
зические свойства среды в виде, определяющих соотношений, и законы сохра- 
нения массы, импульса, энергии и баланса энтропии. Выясняются начальные 
и граничные условия, при которых все характеристические функции в средах 
могут быть найдены чисто математически аналитическими и числовыми методами, 

Исторически МСС развивалась параллельно с аналитической механикой снс- 
темы материальных точек и абсолютно твердого тела. Но ее основные понятия 
полей: плотности массы, векторов перемещения и скорости среды, тензоров 
внутренних напряжений, деформаций и процессов деформации, плотности кине- 
тической и внутренней энергии и энтропии, а также законы сохранения и урав- 
нения состояния’ — не могут быть получены как следствия из аналитической 
механики и термодинамики. 

МСС имеет свою независимую аксиоматику, свои специфические экспери- 
ментальные методы изучения макросколических свойств среды и развитые 
математические методы; она позволяет с удивительной точностью предсказы- 
вать макроскопические явления в природе, анализировать и выбирать пара- 
метры различных проектируемых аппаратов, сооружений, конструкций и про- 
цессов. МСС — обширная и очень разветвленная наука, включающая теорию 
упругости, вязкоупругости, пластичности и ползучести, гидродинамику, аэроди- 
намику и газовую динамику с теорией плазмы, динамику сред с неравновес- 
ными процессами изменения структуры и фазовыми переходами. Естественно, 
что возникла обширная литература по всем этим разделам МСС, ее приложе- 
ниям в машиностроении, строительстве, металлургии, горном деле, исследо- 
ваниях строения Земли и Космоса, прогнозированию землетрясений, погоды, 
приливов и многим другим приложениям. 

Созданные в первой половине XIX в. работами Коши, Навье, Пуассояа, 
Сен-Венана... теория упругости и гидродинамика (см. гл. IV) до недавнего вре- 
мени представляли главное содержание МСС: единые для жидкостей и упругих 
тел представления и определения внутренних сил и перемещений в теории нап- 
ряжений и деформаций (гл. И), связь между напряжениями и деформациями 
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в виде обобщенных законов упругости и вязкости (гл. IV), различные формы 
уравнений движения, постановки, методы H решения многообразных проблем 
и задач естествознания и техники. 

В середине ХХ в. в теории пластичности выработаны общие принципы ее 
построения, и произошло существенное обогащение и развитие основ МСС. 
Уже в начале столетия стало ясно, что «законы» упругости и вязкости прибли- 
женно представляют уравнения состояния сред лишь в определенных диапа- 
зонах параметров движения, но не представляют их, например, в пластической 
и вязкоупругой области деформаций металлов и полимеров, в области неодно- 
родных турбулентных движений вязких жидкостей и газов с большими ско- 
ростями и т. д. Постулатом макроскопической определимости в МСС устанав- 
ливается, что в малых макрочастицах любых сплошных сред в момент времени 
+ напряжения, энтропия, энергия определяются не мгновенными (при {) зна- 
чениями деформации, скоростей деформаций и температуры, а всеми их зна- 
чениями на некотором интервале времени <5т<Ь т. е. процессом; что задан- 
ные на интервале fy<t</ в виде функций времени т тензор деформации и 
температура частицы однозначно представляют термомеханический макропро- 
цесс (гл. ПЛ). Следовательно, в общем случае напряжения и тепловыделение 
среды выражаются характерными для нее функцноналами процесса, а не функ- 
циями его мгновенных значений (при t=). 

Поскольку классическая теория деформаций, напряжений и уравнений дви- 
жения Коши—Навье—Пуассона, а также эйлерово и лагранжево представле- 
ния движения сплошной среды сохраняются в основах МСС и в наше время и 
в будущем, в гл. 1 учебника приводится статистическое физическое обоснова- 
ние понятия материального континуума и функции поля в нем, причем на на- 
иболее далекой от непрерывной сплошной среды статистической механической 
системе материальных точек. Излагаемые позже в гл. Пи Ш основы MCC, 
аксиоматические понятия скорости движения, плотностей массы и энергии, энт- 
ропии и количества тепла в гл. | возникают как статистические понятия, по- 
лучают естественную статистическую трактовку. Этот результат служит еще 
одним основанием для применения методов МСС к весьма сложным системам 
тел. 

Оглавление дает достаточное представление о структуре. и содержанин 
учебника. Для многих сплошных сред и тел с простыми и сложными физичес- 
кими свойствами изучающий узнает полные замкнутые системы разрешающих 
уравнений, типичные граничные условия и условия на волновых фронтах, пос- 
тановки краевых задач, простые методы их анализа на основе теории размер- 
ностей и подобия и получит доступ к свободной проработке и активному ис- 
пользованию любого из перечисленных выше разделов MCC; но что, пожалуй, 
более важно — изучающий научится методам построения фундаментальных 
математических моделей механики сплошных сред,’ познакомится с методом 
построения полных систем уравнений МСС, особенно уравнений состояния 
среды, т. е. в определенной мере научится переводить на язык математики и 
ЭВМ интересующие естествознание и практику новые явления природы, про- 
цессы в новых материалах и средах с заранее неизвестными физико-механи- 
ческими свойствамн. Поэтому автор придает значение гл. II] и V, в которых 
разъясняются особенности взаимодействия термомеханических и электромаг- 
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нитных полей и общие принципы построения математических моделей MCC 
для сложных сред. 

В качестве учебника по МСС эта книга вместе с учебным пособием 
А. А. Ильюшина, В. А. Ломакина, А. П. Шмакова «Задачи и упражнения 110 
механике сплошной среды» (Изд-во МГУ, 1979) по-прежнему представляет 
полный курс МСС, читавшийся автором в Московском государственном универ- 
ситете по специальности «механика» цля студентов механико-математического 
факультета и слушателей ФПК. 

Он может быть учебником и по годовому курсу МСС (64 часа лекций) 
с сопровождающими в таком же объеме упражнениями, если аэрогидромеха- 
ника и механика деформируемого твердого тела выделены в самостоятельные 
курсы. 

Учитывая, что этот учебник уже получил некоторое распространение 
среди студентов и аспирантов механических, строительных, машиностроитель- 
ных и других специальностей ВТУЗов и что введение курсов лекций с упраж- 
нениями по МСС в учебные планы ВТУЗов — естественный путь повышения 
уровня обучения и научной квалификации инженеров, автор стремился избе- 
гать в изложении математических излишеств и усложнений. 

Сохраняя краткость, даже конспективность изложений в предлагаемом 


издании, существенно обновлено ree и усовершенствовано изложение 
во всех разделах, особенио в гл. III, У, 
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правление ошибок в текстах и выкладках, сотрудникам кафедры Л. С. Харько- 
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рукописи, с. н. с. А. Д. Пучковой — за редактирование и оформление, с. H, с. 
Э. А. Леоновой — за переработку § 25, проф. М. Ш, Исранлову, доц. 
А. П. Шмакову — за обсуждения и полезные советы, доц. факультета ВМК 
Г. А. Ильюшиной — за существенную доработку $ 10. 


Глава 1 
СИСТЕМА ЧАСТИЦ И КОНТИНУУМ 


Физическое тело в классической статистической механике 
обычно представляют в виде системы больщого числа частиц, 
взаимодействующих между собой и с пограничными телами и на- 
Ходящихся в поле внешних сил. Для такого тела предполагаются 
справедливыми классические законы механики системы матери- 
альных точек (или законы квантовой механики). Предполагается, 
Что любая частица системы взаимодействует с границей лишь 
В непосредственной близости к ней. Взаимодействие между любы- 
ми двумя частицами системы не допускает их соударения, но 
позволяет им как угодно удаляться. Например, потенциал и цент- 
Ральную силу взаимодействия двух электрически нейтральных 
атомов часто представляют в виде «6—12» Леннарда--Джонса: 


о [ни 


rap [(2)-(5] 


где 9, — характеристическая, выраженная в кельвинах (К) 


температура взаимодействия атомов, &= 1,38. 10-2! Дж.К-! — пос- 
тоянная Больцмана, г — расстояние между атомами, а — равно- 
весное расстояние (Р=0). При г<а сила Е — отталкивающая 


F-+—oo при r+0); при г>а— притягивающая; при 1,114>г>а 
сила притяжения F возрастает, а затем (r>1,lla) убывает по 
мере удаления частиц, составляя менее 1% от максимальной уже 
при г=2а. Силы притяжения существенны для объяснения агре- 
гатных состояний. Сила взаимодействия частиц F, следователь- 
HO, возникает при сближении и исчезает при удалении на рассто- 
яния порядка а (рис. 1.1). Величину 4 порядка а называют диа- 
метром атома, хотя масса его сосредоточена в ядре значительно 
меньшего диаметра. Модель’ атома представляет собой точечную 
Массу, заключенную в упругую, почти безынерционную, шаровую 
Область диаметра 4, которая имитирует электронное облако. 

квантовой механике свойства модели уточняются введением 
заряда, механического и магнитного моментов и т. д. 

Движение системы большого числа взаимодействующих частиц 
во внешнем силовом поле может представлять движение и свойства 
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тела в различных агрегатных состояниях. Моделью твердого тела 
при сравнительно низких и нормальных температурах и давлениях 
является система почти плотно упакованных частиц, совершающих 
небольшие тепловые колебания около состояния равновесия; мо- 
делью газа — система удаленных 
(на расстояния r>d) частиц, взаи- 
модействующих только при «соуда- 
рениях», т. е. сближениях на рас- 
стояния порядка диаметра частиц 
4 и, следовательно, совершающих 
хаотическое движение. Охлаждать 
систему — значит уменьшать кине- 
тическую энергию хаотического дви- 
жения, нагревать — увеличивать. 
Охлаждение и нагревание возможно 
за счет внешнего силового поля. 
При охлаждении системы — газа — 
в результате соударения двух ча- 
стиц с некоторой малой энергией 
происходят «захваты», система ста- 
новится жидкостью, а при дальней- 
шем охлаждении переходит в твердое тело с колебаниями частиц 
около положения устойчивого равновесия. 

Приведенное качественное описание может быть дополнено 
количественными методами аналитической механики системы ма- 
териальных точек, но очень велико число материальных точек 
(скажем, порядка 1020 в | cm3), и потому информация об их ин- 
дивидуальных движениях практически ничего не говорит о мак- 
роскопических свойствах движения тела. Специальный подход 
к этой проблеме дают методы статистической механики, позволя- 
ющие ввести необходимые в МСС основные понятия — плотности, 
скорости, внутренних напряжений, энергии, температуры, энтро- 
пии и количества тепла. 

В механике сплошной среды тело представляют в виде некото- 
рой субстанции, называемой материальным континуумом, непре- 
рывно заполняющей объем геометрического пространства. Беско- 
нечно малый объем тела также называется частицей. Феномено- 
логически вводятся понятия плотности, перемещения и скорости, 
внутренней энергии, температуры, энтропии и потока тепла как 
непрерывно дифференцируемых функций координат и времени. 
Вводятся фундаментальные понятия внутренних напряжений и 
деформаций и постулируется существование связи между ними и 
температурой, отражающей в конечном счете статистику движе- 
ния и взаимодействия атомов. В МСС используются основные 
уравнения динамики системы и статистической механики, в пер- 
вую очередь законы сохранения массы, импульса, энергии и ба- 
ланса энтропии. Обоснование этого и установление соответствия 
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вводимых феноменологических и статистических одинаковых поня- 
тий и величин целесообразно для более полного понимания и 
возможно на основе статистической механики. Некоторым вопро- 
сам взаимосвязи аналитической механики, статистической MeXa- 
ники и МСС посвящена эта глава. 


$ 1. О СТАТИСТИЧЕСКОМ ОПИСАНИИ ДИНАМИКИ СИСТЕМЫ 


Рассмотрим свободную от связей систему N=n/3 материаль- 
ных точек, обладающую, следовательно, n=3N степенями свобо- 
ды. Прямоугольные декартовы координаты любой Ё-й точки обо- 
значим Xp, =(Хзь-о, Xak—1, Хак); My) = Тз—2 == —1 ==, — её масса, 
Движение системы определяется законом Ньютона: mixi= Fj (i= 
=1, 2,..., п). Пусть сила F;=Fi4+ Fi, состоящая из сил вза- 
имодействия с другими точками системы Я/ и с внешним по- 
лем — 92, складывается из потенциальной 9м=—00/дх, U= 
=U(x,, ..., <n, #) и непотенциальной F;. 

Функцией Лагранжа системы называется 


L(x, %, )=K (x)—U (x, 9, K=J)— ты, (1.1) 


deol 


где К — кинетическая энергия системы. Уравнения движения 
можно записать в виде уравнений Лагранжа 2-го рода: 


а OL OL а 
ам a ро в 1.2 
at [ы) el О m4) 


Внутренние силы (взаимодействия частиц) Fi’ предполагаем 
центральными и имеющими потенциал U’(x, #), внешние — час- 
тично потенциальными: Я =—00/дх:+Е:. Из уравнений движе- 
ния точки в векторной форме 


Meby Xp F (by +F =F (@=1,2,...,М) (1.3) 


известными процедурами получим теорему’ о движении центра 
масс системы 


б= МР, ro== Tmax, /M, 


где M= Xm) — масса системы, Яе — главный вектор всех внеш- 
них сил, гс — радиус-вектор центра масс. Затем получим теорему 
о кинетическом моменте, или о моменте количества движения 


G=L*, 


$ 1. О статистическом описании динамики системы 9 


где С — кинетический момент системы, 12 — главный момент 
всех внешних сил: 
м 


GHP X тым, Vey, LPH IH, Хы. 
k=1 
Допустим, что на интервале времени движения системы N= 


=n/3 материальных точек O<t<t при too существуют средние 
значения : 


называемые: К — средней кинетической энергией системы, В — 
вириалом (в некотором смысле — средней работой системы). До- 
пустим еще, что для любого i 


(Ни вен), „0, 


т. е, например, х;, 4; ограничены ` по модулю. Тогда, умножая 
уравнение (1.3) на x,dt/2, интегрируя по Ёот 0 дот и суммируя 
по всем k, получим теорему вириала: 


К=В. (1.4) 


Это следует из преобразования хьХь == (X,x,)' —Xe. Если силы 9 
имеют потенциал, причем потенциальная энергия U(x) является 
однородной формой от x; степени а, то теорема вириала дает 
2К=а0, а в случае квадратичной формы U(a=2) К=0, т. е. 
средние кинетическая и потенциальная энергии одинаковы. 

Ниже увидим, что для большой системы (№»1), заключенной 
в небольшом объеме пространства, в среднем неподвижной, т. е. 
при ¥*, 1е, О, С равных нулю, наблюдаемыми в макроскопиче- 
ских опытах функциями координат и скоростей точек системы 
(хь, ¥2), целесообразно называть их средние значения по времени 
в некотором характерном для системы интервале времени т==т.. 
Соотношение (1.4), например в виде К:=0, относится при этом 
к уравнениям состояния системы ‘в целом и проверяется непосред- 
ственно в макроопытах. 

Функция Лагранжа полностью’ характеризует рассматривае- 
мую систему. в отношении сил взаимодействия между` частицами 
и потенциальных сил, действующих на них со стороны внешнего 
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поля. Поэтому составление выражения функции Лагранжа пред- 
ставляет основную задачу механики системы. Все необходимые 
дифференциальные уравнения движения находятся формально из 
уравнений Лагранжа (1.2). 

Введем новые переменные — импульсы и координаты: 


ре=тих, ф=хь 
тогда 


L=L(q, 9, t)=K(g—U (4,9, 


с PF au 
a в 
2m, 


09; ° 
i=l 


Легко видеть, что 
OL ,, 
fim (i=1,2,...,9). (1.5) 


Функцией Гамильтона, зависящей от координат 4: и импульсов 
рь называется 
Н==Ур4:—Г.. (1.6) 


При этом предполагается, что система п уравнений (1.5) разре- 
шена относительно qi, и эти выражения подставлены в функцию 
Лагранжа и первую сумму формулы (1.6). В случае декартовых 
координат построение функции Гамильтона системы является эле- 
ментарным. Криволинейные координаты часто более удобны для 
анализа динамики систем. 

Пусть п независимых криволинейных координат (называемых 
также лагранжевыми. координатами) определяют все декартовы 
Xi, число которых также 3N. Пусть дано преобразование 


хули (Ч «+ Go)» дуть 1=1,2,....п. ал) 
k=l 


Тогда 


ку LV Seu 
: 2 2 дач» 


is] j=l 


п 
Oxy дм 
о Yr St. (1.8) 
nae dq; | 04) 
1=1 

Следовательно, кинетическая энергия остается квадратичной одно- 
родной функцией скоростей gi, но коэффициенты №: зависят от 
координат qi. 
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Обобщенные непотенциальные силы Q;, соответствующие ко- 
ординатам qj, находятся из тождественности выражения виртуаль- 
ной работы в декартовой и криволинейной системе координат: 


3N 
F,8x,= 510,69, 6x,= 5" 
Uris Yoda Xp у 


i=! i=l 


yr, = Мо (7 Fy, a ув 97264, 


k= i=1 


дхь ба, 
ба Fis 


откуда находим 


Можно доказать, что уравнения Лагранжа (1.2) при замене ко- 
ординат сохраняют прежний вид: 


4 / aL aL Е _ т 
ни (Gar) 9p Oe LEA +9 =Ки, 9—0 4,9. (1.9) 

Построение функции Гамильтона. Функция Лагранжа L= 
= (4, 9, #) уже выражена через координаты 4; и скорости gi. 
Назовем обобщенным импульсом, соответствующим координате 
qi, величину (1.5) 


P=S В @=1,2,...,п). 
j=! 


При построении функции Гамильтона Н переменные gi, р: при- 
нимаются за новые независимые между собой искомые функцни 
времени (2п функций от й. По определению Н (р, 4, #) и свойст- 
ву однородных квадратичных форм с учетом (1.9) получим функ- 
цию Гамильтона системы, выраженную через обобщенные коор- 
динаты, импульсы и время 


Н=Н{, 4+9) =\! р9.—Г=К+И (4,9, (1.10) 
{==1 


где К выражается явно с помощью матрицы #;, обратной №: 


uJ of . Re, 
у ий т би =| В пы is 2K= у RiiPiPy 
m=1 , j=l 


(5:; называется символом Кронекера). 
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Теперь п уравнений Лагранжа (1.9), которые определяют ко- 
ординаты и каждое из которых — дифференциальное уравнение 
второго порядка по времени, можно привести к системе 2п урав- 
нений первого порядка для д; и р: (при Q;=0): 


к OH : OH 
=—, pp=——— (i= 1, 2,..., 0). 1.11 
% aa Pi да; ( ) (1.11) 


Эта система 2п обыкновенных дифференциальных уравнений пер- 
вого порядка No {, разрешенная относительно первых производных 
от координат и импульсов, называется уравнениями Гамильтона. 
Найдем полную производную по времени от функции Гамиль- 
тона 
oH : OH * ЭН 
aH es А+ ) 4. 


На основании (1.11) 


Рассматриваемая нами система называется консервативной, если 
силы взаимодействия между частицами и силы внешнего поля 
имеют потенциал, не зависящий явно от времени: U=U(q). В 
этом случае U представляет потенциальную энергию системы и 
согласно (1.10) Н(р, 9) — полную энергию, причем OH/dt=0. 
Следовательно, 


H=K+U=£=const. (1.12) 


В декартовых ортогональных координатах для консервативных 
систем этот закон имеет выражение 


п 
м =E=const. " 
aes г РО (q)=E=const (1.12’) 


Если главный вектор 9 и главный момент L? всех внешних 
сил, действующих на систему, равны нулю, то из (1.3) получаем 
интегралы количества движения и момента количества движения 
системы (два векторных интеграла): 


Q=const, G=const. 


Вместе с интегралом энергии (1.12) для консервативных систем 
при этом имеем семь скалярных интегралов движения. 

В общем случае система 2n дифференциальных уравнений 
(1.11) имеет 2n независимых интегралов, которые можно запи- 
сать в виде 


Tm (р, ... Риз 9... ,4в; О= Си (т=1, 2,...,2п). (1.13) 
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Определение их представляет сложную проблему, например, уже 
при n=9 — известную задачу трех тел. Постоянные интегрирова- 
ния С„ в классической механике находятся по заданным началь- 
ным условиям 


=: P=Ppo, (ру= Рю); Ч==49», (Gi= Fo) : Cm=A m (ро; oi &). (1.13) 


В статистической механике вместо задачи определения всех 
истинных импульсов р; и координат 4; частиц системы в момент 
{ ставится совсем другой вопрос — о статистических свойствах 
движения нашей системы, определяемого уравнениями Гамиль- 
тона при вполне заданной Н(р, 9, #), если начальные условия 
(1.13) статистические. Рассматривается непрерывное множество 
начальных условий (1.13) с заданным интервалом их изменения 
и вводится функция {с (Сь Co, ..., Con) плотности их распределе- 
ния, которая согласно (1.13’) является функцией всех pi, 9 и 


К. (7, Sar oes ав) = (Ра «+. Pas Ч eee Init). (1.14) 


По построению она постоянна для истинного движения системы 
при любых начальных условиях, т. е. 


п 
OP ag OF Dh py he Ob BN 
aie + (a+ ay) 0. 


На основании уравнений движения (1.11) получаем линейное 
дифференциальное уравнение первого порядка в частных произ- 
водных для функции } 


п 
af aH 9 | aH Of \ | 1.18 
at И Эр Эр | др a ’ as 


называемое уравнением. Лиувилля. Это основное уравнение ста- 
тистической механики. Ниже физическая трактовка [(р, 4, #) 
рассмотрена более подробно, и многие выводы получены непо- 
средственно из уравнения (1.15). 

Теперь ставится задача: пояснить некоторые основные идеи ме- 
тода статистической механики при постановке и решении задач 
динамики сложных систем, подчиняющихся законам классичес- 
кой механики, и вывести некоторые законы, принимаемые в МСС 
аксиоматически. Рассматривается свободная замкнутая механи- 
ческая система Sy, состоящая из № частиц, взаимодействующих 
между собой и с внешними телами, имеющая п>3М№М степеней 
свободы. Предполагается, что число № и структура каждой час- 
тицы не изменяются с течением времени, T. е. число и геометри- 
ческий смысл лагранжевых координат 4; (1=1, 2, ..., п) сохраня- 
ются. Взаимодействия частиц между собой и с внешними телами 
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предполагаются потенциальными. Короче, рассматривается сво- 
бодная механическая система тел (частиц) Sy с n>3N степеня- 
ми свободы, для которой известна функция Гамильтоца (1.10) 


Ны(р, 9, в) =К (p, 9 +0 (9, в), (1.16) 
где 9=(9ь 92 +++) Чь +++) Qn) — Набор координат р= (ри, р»... 
.... Diy +++) Pn) — набор импульсов, p= (№, из, ..., ит) — набор 


внешних параметров (координат), определяющих положение вза- 
имодействующих с Sy внешних тел. Параметры и могут зависеть 
от Ё. Координаты и импульсы системы, т. е. 2n функций времени 
gi(t), pi(t), удовлетворяют 2n обыкновенным дифференциальным 
уравнениям первого порядка (1.11). 

Вопрос о соответствии рассматриваемой системы $» конкрет- 
ным физическим средам в общем виде является сложным и не бу- 
дет рассматриваться. Достаточно отметить, что во многих случа- 
ях такое соответствие существует. Продолжаются многочисленные 
исследования по развитию теории сплошной среды на основе клас- 
сической и квантовой статистической механики, и идеи статисти- 
ческого метода являются общими. 

В МСС (как и ряде других разделов теоретической физики) 
представляют интерес системы Sy, для которых имеют физичес- 
кий смысл понятия в некотором смысле средних значений вели- 
чин плотности массы, скорости движения, кинетической энергии 
и других, а также средние отклонения от средних и т. д., т.е. 
системы Sy с закономерными статистическими свойствами. 

Любое частное и все возможные движения системы Sy вполне 
определяются 2n интегралами движения (1.13’), содержащими 
2п произвольных постоянных Cm (т=1, 2, ..., 2n). Макроскопи- 
ческими свойствами системы можно считать только средние ста- 
тистические ее свойства. Следовательно, статистическими свойст- 
вами должен обладать набор произвольных постоянных Си, т. е. 
на основании (1.13) набор начальных условий системы. Этот 
необычный для классической механики взгляд имеет глубокий 
физический смысл и позднее пояснен на примере так называе- 
мого равновесного состояния системы. 

Дадим сначала аксиоматическую постановку задачи о движе- 
нии рассматриваемой замкнутой системы в классической стати- 
стической механике, содержащую следующие основные определе- 
ния и аксиомы системы Sy. 

1. Функция Гамильтона (1.16) задана, т. е. кинетическая энер- 
гия K(p, 9) и потенциал всех внутренних и внешних сил И (9, p) 
детерминированно заданы как функции своих аргументов р, 4, р, 
причем весь набор внешних параметров p во времени # также за- 
дан, следовательно, является детерминированным. 


* Быть очень медленно изменяющимися по # 
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2. Свойства функции Гамильтона Hy(p, 4, и), внешних пара- 
метров p(t) и множества всех возможных для Sy начальных ус- 
ловий (1.13) (иначе — множества всех значений интегралов дви- 
жения (1.13’)) таковы, что существуют определенные постоянные 
или меняющиеся во времени область Г изменения координат сис- 
темы и область Гр изменения импульсов системы, 


ЧЕГ, РЕГ», (1.177) 


и их объединение Г — область изменения параметров (р, 9) сис- 
темы 


T=T,UT,, $, еГ, (1.17) 


причем параметры (р, 9) внутри области Г могут принимать все 
значения. Иначе говоря, существует связная область Г 2n-mepHoro 
`пространства Eo, импульсов р и координат 4, внутри которой зак- 
лючены и могут принимать все значения импульсы и координаты 
(p, 9) системы Sy. 

3. В каждый момент времени Ё внутри области Г существует 
некоторая однозначная непрерывно дифференцируемая по аргу- 
ментам функция {м (р, 4, #), определяющая плотность вероятности 
нахождения системы Sy внутри фазового объема AT, для простых 
Sy (при n=3N) равного 


aT = dpdq == dp,dp, ... ар, 4,4» ... 44», (1.18) 
взятого в окрестности состояния (точки) с координатами (р, 9) = 
= (р, ..., Pm Чь ..., Qn), так что вероятность нахождения сис- 


темы Sy в объеме 4Г равна 


руб, 9, t) dT =fy (p, 9, t) ара4, 


а вероятность нахождения системы BO всем объеме Г равна еди- 
нице (при любом #): 


Stu, qt) dP =I. (1.19) 


При этом предполагается, что граница области Г, обозначаемая 
(I) cp, для системы Sy недостижима, иначе — вероятность выхода 
системы (хотя бы одной из координат pi, gj) на (Г)гр равна нулю: 


(р, 9,0 =0 для (р, 9 S(T) yp. (1.20) 


4. Функция [м(р, 9, #) удовлетворяет внутри Г дифференциаль- 
ному уравнению Лиувилля (1.15), иначе 


fy = Hy: fol=0, DET = (2) 
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где [Нм; f] называется скобкой Пуассона: 


“yy OH, Of ан, of, 
Hy, = ‚абы : Semen al 1.22 
(Hor fo] У aq др др ди ee) 
Уравнение (1.21) — линейное дифференциальное уравнение пер- 


вого порядка в частных производных по р, 9, Ё с переменными 
коэффициентами, выраженными через функцию Гамильтона, т. е. 
зависящими от р, q H p(t). 

Из теории таких уравнений известно, что при весьма общих 
предположениях решение (функция {м (р, 9, t)) однозначно опре- 
деляется по ее значению при каком-нибудь фиксированном {=%, 
т. е. начальным условием 


t=ty, fry (р, 4 в) = (6, 9, (1.23) 


где [№ (р, 9) задана. 

Движение системы Sy в статистической механике считается 
известным, если для любого t известна функция [м (р, 9, #). Физи- 
ческий смысл такого определения установлен дальнейшими опре- 
делениями, теоремами и гипотезами. Дадим формальное сопостав- 
ление аналитической и статистической механики в виде табл. 1 
(в обоих случаях предполагается, что задана одна и та же функ- 
ция Гамильтона). 

Цель решения задачи аналитической механики для системы 
Sy состоит в том, чтобы найти одну заданную функцию импуль- 
сов и координат (р, 9) (или набор таких функций) в любой 
момент времени &, например найти радиус-вектор А-й частицы 
г. (9), ее кинетическую энергию К»(р, 9), относительное положе- 
ние /- и А№-й частиц г! (9)—г» (9), 1<k, ISN, и т. д. Цель дости- 
гается, если из первого столбца таблицы найденные по началь- 
ет условиям функции p(/), q(t) внести в выражение функции 

(р, 9): 


Я Q=F ( (0,90). 


Цель решения задачи статистической механики применительно 
к МСС — в определении средних статистических значений тех же 
или других заданных функций Я (p, 9) в различных фиксирован- 
ных объемах или точках фазового пространства, например в точ- 
ке х, в. различные моменты времени { или интервалы времени. 
Эти средние на основапии специальной эргодической гипотезы 
трактуются как макроскопические параметры, которые можно из- 
мерить в опытах. 

Средним статистическим значением заданной функции 9 (р, 4) 
в момент t по всей области Г называется 


F == (F (p, Dr =F 6,9) = [9 , 9 Гы, 4, 9 ат, (1.24) 
Г 
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Таблица 1 


Искомые функ- 
цин; уравне- Классическая механика Статистическая механика 
ния, условия 


Основные ис-| 2n функций времени &, p(t), 9():| одна функция 2n-+ 1 перемен- 


комые функ-| р; (0, 9: (ty, i= 1, 2,..., п ной fy (p,q, #): 
THR FylPrr vee Рп; Gs «++» 9; t) 
Определяю- 2п обыкновенных дифферен- одно дифференциальное 
щие уравне-| циальных уравнений уравнение в частных производ- 
ния ар ЭН, dg Hy ных fry (р, 9, t) = 0: 
dt — dg’ dt Фо a aH. a 
oH ‘ oH oy. nei ty 
=, = и + 94 др 
04 Op; dul 
1=12, оп Oy fy ) 
Op, 04; 
Начальные 2n-| 1 констант (0, gf, p?) | одна функция 2n переменных 9, 
условия И Tayae ab t=t 
or P= Pp, 4= GP: ‘ 
=P? w=49, fy (Ps $ to) = Fry (Ps 9: 
i=1,2,..., п Fry (Pur seer Pas Mo veer ди» to) = 
= Py (Ptr oes Pai 9 +. Gn) 
Другие иско-| детерминированное значение з2- | среднес значение функции oF (р, 
мые функции данной функции gF (р, 9) при | 9) в момент ¢ 


(свойства) различных # 


т. е. математическое ожидание Я (р, 9) по Г с весовой функцией 
fv. Это среднее зависит от времени (так как fy зависят от # и 
понимается как среднее ¥(p, 9} во всем фазовом пространстве, 
занятом системой в момент ¢ при всех возможных в момент # 
скоростях всех частиц системы Sy. Например, среднее значение 
координаты 4, системы в момент # равно следующей функции Ё 


(0=(4)=[ i dT == 
Г 


= is +++ + Gn Рь «++ Ри» О dG. д.р, ... AP. 


Всякое другое среднее значение функции Я (р, g) в момент # 
(в точке x пространства и т. п.) определяется Kak условное: 
в момент Ё из всей области Г выделяется подобласть Г’ЕТГ раз- 
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мерности <2п и вычисляется математическое ожидание F (p, 4) 
по этой подобласти с весовой функцией fy: 


(F ре, 9) Fr (P» qt) aT”. (1.25) 
м 


Для МСС имеют особое значение условные средние значения 
некоторых функций Я (р, 9) в фиксированной точке х==г физичес- 
кого пространства, включающие требование, чтобы радиус-вектор 
центра масс фиксированной Ё-й частицы системы x,, равнялся 
х: хе (р, 9) =х. Это условие накладывает ограничение на р, 4, 
т, е. выделяет область Ty’ размерности 2n—3; фактическое вычис- 
ление dT,’ и границы области I's’ часто связано со сложными 
(хотя и не принципиальными) вычислениями. Поэтому, фиксируя 
внимание на принципиальной стороне статистического метода, 
6 дальнейшем в этой главе рассматриваются только простые 
замкнутые системы Sy, т. е. такие, для которых п=3ЗМ№ и криво- 
линейные координаты g совпадают с декартовыми x. Обозначим 

3 
reax= xe, +x%e,+ хЗе; = у xe, (1.26) 


а—1 


радиус-вектор точки пространства (€, — ортогональный декартов 


репер), 
3 


%= у Че» (#=1,2,...,М), 
na (1.27) 
Pr=MVn= У Рае» PE= MM, 
a= 


радиус-вектор, его декартовы координаты (4%), импульс и его KOM- 
поненты (p%), массу (ms) и скорость (Vz) Е-Й частицы (материаль- 
ной точки). 6N параметровр (p2), 9 (4%) (а=1, 2, 3; #==1,2,...,М) 
представляют координаты 6N=2n-mMepHoro фазового пространст- 
ва Ез„. Кинетическая энергия Ё-й частицы и всей системы Sy 
равна 


3 N 
з С 
и Ys K=Y Ke = 0.28) 
2ть 2 2 
a=! k= 
Элементы объемов физического пространства dV в точке x (060- 
значаемые иногда dx) и фазового пространства Ey, имеют выра- 
жения 


AV =ах=флахйци, dT == dpdg= 
=dpldptdp? . .. дру ара ааа... dghdq3,dq3,. 
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Ha том основании, что ‘функция fy(p, 9)=fy(P, 9, to) опреде- 
лена при #=& в некоторой конечной области Г=Го, причем на 
границе Го согласно (1.20) обращается в ноль, иногда ее допол- 
няют до бесконечной области Г, непрерывно продолжая f°, (р, 4) 
значением ноль в области дополнения. 

Поскольку [м (р, 4, И) определяется значением [№ и уравнением 
Лиувилля (1.21), причем определяется и область Г, в которой 
[м>0 и на границе которой fy=0, то ГеГ» может быть дополне- 
на до Г» со значением fy=0 вне Г. Область Г» определяется 
условиями 


— 0 < < ®| а=1, 2, 3, 


(1.29) 
—©< g% <® | т=1,2,...,М. 


для (р, 9) = Г»: 


Средним значением данной функции 9`(р, 9) при условии, что 
определенная точка с координатой 4» находится в точке x физи- 
ческого пространства, называется величина (функция г, #), опре- 
деляемая (1.25), причем объем 4Г” получается из АГ, в котором 
отбрасывается произведение dq, = 44!442493 вместо qx” в подын- 
тегральные функции Я”, fy внесены значения х“, и область Г” 
изменения всех импульсов и всех координат, кроме qx", совпада- 
ет с областью их изменения в Г (например, Г» при всех тэ). 

Такое выражение средней значительно упрощается, если ввес- 
ти б-функцию Дирака. Напомним, что если на отрезке а<ё<Ь 
задано множество непрерывных функций ` (с довольно слабыми 
ограничениями их свойств), то функцией 6(х) называется такая, 
что для любой ф(х) из рассматриваемого множества 


6 
[9 @Sa—H d=9(), (x, 8 = [a, 8). 
Отсюда следуют свойства $-функции: 
»§=x 


6 
So—H=|0 FFA), (30-5-1898. 


Следовательно, интеграл функции двух переменных ф(х, у) NO y 
при аргументах, заключенных в интервалах a<x<b, a<y<b, 
может быть представлен в виде двойного интеграла 


6 bb 
F(x) =) 0, 4 ={ fo 6—0 49. 


Если обозначить произведение трех 6-функций кратко 
6(4%—1) = 8 (gh—x1) 8 (4—5) 8 (9—2, (1.30) 
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то введенное выше среднее значение ¥ (p, 9) при условии, что 
Ч» ==г, а все другие qm (тэ) принимают все значения из облас- 
ти Г, можно записать в виде интеграла по всей области Г: 


F y(t, t= (F (р, ге (FD, Div. 4,08 &%—0 4Г, (1.31) 
Г 


так как 6-функция (1.30) автоматически преобразует 6М№-кратный 
интеграл в`6/\М—3-кратный по всем р и всем 4, кроме 4“, которые 
принимают значения х*. 

Равновесный ансамбль. Прежде чем перейти к вычислению 
средних статистических значений некоторых существенных для 
МСС функций и выводу некоторых законов, необходимо пояснить 
возможность физической трактовки статистического подхода. Для 
этого рассмотрим частный случай. Пусть консервативная система 
Sw (внешние параметры p постоянны, Н представляет полную 
энергию системы) находится в равновесном состоянии, т. е. в не- 
изменном заключающем ее неподвижном объеме У физического 
пространства макроскопическое состояние является «заморожен- 
ным», не изменяющимся во времени; равновесное состояние в 
объеме У макроскопически однородно, т. е. одинаково в различ- 
ных частях объема У. При этом обычно предполагается, что не 
только общее число частиц N очень велико, но и число частиц 
каждого сорта М, №, ..., Ny (у — число сортов частиц, N= 
=N,\+No+...+N;) велико. В равновесное состояние при некото- 
рых ограничениях на U(q, и) может прийти, например, газ или 
смесь не реагирующих между собой газов в баллоне с абсолютно 
неподвижной стенкой (‹«адиабатической оболочкой») или с макро- 
скопически неподвижной стенкой, имеющей постоянную темпера- 
туру («термостат»). 2 

Консервативная система Sy, для которой Q=G=0 находится 
в равновесном состоянии (равновесна), если в конкретном опыте 
на интервале времени tp<t<to+71, где to — любой момент (нача- 
ло отсчета [), среднее значение по времени для любой заданной 
функции координат 4» и импульсов р» (#=1, 2,..., М) 


F (p,q) =F (py, ...,Рм; Ape +++ Ям), 


т. е. величина 
tott 


F=— | FO, 9) at (1.32) 
to 
не зависит OT & и т при условии, что 
t>ts=const. (1.33) 


Наименьшее значение т; длины интервала времени, при котором 
¥F остается постоянной, называется характеристическим временем 
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системы Sy. Само среднее значение Я называется макроскопи- 
ческим, или наблюдаемым, значением функции 9 (р, 4). Если, 
начиная с любого момента to, в конкретном опыте измерять 4, р 
через минимальные доступпые отрезки времени AT, то за время т 
накопится большое число измерений (4“', р“!), т. е. найдется 
множество состояний системы Sy'4) (al=1, 2,...; т5/Ат»1). Так 
как потенциалы U’, U* от времени не зависят, то дальнейшие из- 
мерения за пределами интервала дают результаты, почти повто- 
ряющие найденные на достаточно большом ‘отрезке времени Ts. 
Например, в случае «макроскопически неподвижного» монокрис- 
талла при нормальных условиях (давлении, температуре) неко- 
торый меченый атом колеблется около положения равновесия, 
проходя все возможные значения координат и скоростей за время 
порядка 10-!2—10-13 с, и, значит, т; такого же порядка или не- 
сколько большего. В случае газов (Не, Аг, №) при нормальных 
температуре и давлении каждая молекула имеет около 5.109 
столкновений в секунду, т. е. т; порядка 10-9 с. 

Поскольку время т; мало по сравнению с очень малым макро- 
скопическим временем, которое для кристаллов и газов, папример, 
порядка 10-8—10-3 с, то все найденные выше в опыте состояния 
системы Sy?) (al=1, 2, ...; т;/Ат»1) можно считать допусти- 
мымй начальными условиями (1.13) для системы Sy. Получается, 
что как будто вместо одной системы Sy при t=fo мы имеем набор 
систем $1, отличающихся начальными условиями. 

Производя множество конкретных опытов при макроскопичес- 
ки равноправных внешних условиях (например, с газом в термо- 
статах, являющихся баллонами различной формы из разных ма- 
териалов при одинаковых объемах и температурах с одинаковыми 
интервалами измерений At), получим конечное множество MSy 
наборов систем 

Sy), Syl), .,., Sy'2, ..., Sy@B) (b=1, 2,..., В). 


Система Sy находится в макроскопически равновесном состо- 
янии (макроскопически равновесна), если в любом конкретном 


опыте она равновесна и имеет во всех опытах одинаковые ts, F 
с некоторой макроскопически определенной степенью точности. 

Множество MSy равновесных состояний системы Sy, состоящее 
из всех R=AB состояний (элементов) $“ (a=1, 2, ..., A; 
b=1, 2, ..., В) при фиксированных внешних макроскопических 
условиях, называется равновесным ансамблем системы Sy. 

Число элементов MSy теоретически можно считать как угодно 
большим (при Ат—0, B->0o), и элементы можно перенумеровать 
по индексам а, 6 так, чтобы близким значениям пар чисел (а, b) 
‹оответствовали близкие по значению (р, 4) элементы Sy‘), 

Обозначая через (qe, ge'), (Px, Pe!) произвольные фиксирован- 
ные значения координат и импульсов, предполагая конечные раз- 
ности 
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Ape=Pr'—Prr 44&=9— 49+ 


сколь угодно малыми, фазовым объемом в точке (р, 4) назовем 
величину 
dpdq=dp,...dpydq:...dqvn= 


=dp'dp2dp.3...dpn'dpw*dpn3dq;'dq2dq:3... 
.. dqn'dqn?dqn3. 


Число R=AB систем ансамбля предполагается столь большим, 
что в фазовом объеме dpdq в момент { заключено также большое 
число систем. 

Системы Sy‘2) при различных а, 6 неравновероятны. Напри- 
мер, атом в кристалле чаще всего можно наблюдать около поло- 
жения равновесия, молекулу газа почти невозможно наблюдать 
в момент столкновения с другой молекулой и т. д. 

Обозначим через К; плотность числа систем ансамбля в состо- 
янии с координатами (ри, Po, ..., Рм; Чь G2, ..., Gv) = (р, 9), так 
что А! (р, 9)4р44 представляет число систем, импульсы и коорди- 
наты которых находятся в объеме 4р44, включающем точку 


(р, 4). 
Плотностью вероятности нахождения системы Sw в состоянии 


с данными значениями (ри, р» ..., Pw, Чь ..., Gv), т. е. в точке 
(р, 9), назовем предел отношения 
1 
=|-— ь 1,34 
Ко. 9 = 6,9]. (1.34) 


Для любой данной (р, 4) естественно назвать средней по 
ансамблю величину 


(F (2,9) w= | F (р, 9 f (p, 9 apda, (1.35) 


ГАВ 
если f(p, 9) нормировать условием 


\ РС, 9) dpdg=1 


ГАВ 


и макроскопически неподвижную область Глв определить по свой- 
ствам самой системы Sy, т. е. по параметрам p функции Гамиль- 
тона Н(р, 4, в) и заданным макроскопическим внешним услови- 
ям. Уравнение нормировки непосредственно следует из (1.34) до 
перехода к пределу Roo и означает, что число систем ансамбля 
К равно АВ. Выражение средней по ансамблю означает, что 
в нем функция (р, 4) встречается столько же раз, сколько и 
аргументы этой функции. Например, кинетическая энергия пятой 
частицы Е АР встречается в ансамбле столько 


раз, сколько тройки чисел (p}, p2, 73). 
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Средние по времени и по ансамблю дяя макроскопически 
равновесной системы Sy построены на одном и том же множест- 
ве R=AB элементов $” (а==1,2,...,А; 6=1,2,...,В), и созда- 
ется впечатление, что переход от средней по времени к средней 
по ансамблю есть чисто формальное преобразование, т. е. они рав- 
ны между собой. Это было бы действительно так, если бы кон- 
кретные опыты приводили к тождественным результатам и в каж- 
дом из них за время т система совершала в фазовом пространстве 
один и TOT же замкнутый цикл, т. е. множество MSy сводилось бы 
к множеству состояний в одном детерминированном движении Sy 
при точно заданных начальных условиях. Поскольку в этом слу- 
чае (р, 49) однозначно определяются интегралами движения, то 
и [(р, 9) определялась бы ими, т. е. удовлетворяла бы уравнению 
Лиувилля. Следовательно, средняя по времени равнялась бы ста- 
тистической средней. Это впечатление ошибочно, так как все пе- 
речисленные условия не выполняются. На макроскопически рав- 
новесную систему наложены лишь очень слабые ограничения, и 
имеется множество «допусков». (Для газа — допуски на темпера- 
туру и объем баллона; независимость Я” от вещества баллона и 
состояния его поверхности; независимость от малых ошибок в па- 
раметрах p ит. д.). В общем случае не существует и замкнутых 
циклов у детерминированных систем. 

Все равновесные состояния консервативной системы Sy опре- 
делены в неподвижной области Г фазового. пространства (р, 4), 
следовательно, и в неподвижном объеме У физического простран- 
ства, т. е. макроскопически система 5» представляется неподвиж- 
ной. Поэтому интегралы движения 9=0, С=0 являются триви- 
альными, и известен только один интеграл движения, явно не за- 
висящий от времени, — интеграл энергии * 


Н(р, 9) =К (р) + U(q, в) = E=const, 


к) у Tg OH (1.36) 


Е=1 a=1 


Предположение, что в построенном выше ансамбле f=fy и 
функция [м(р, 9) зависит только от Н(р, 4), определяет так на- 
зываемый канонический ансамбль Гиббса 


ры, 9=Ы (НФ, ч, WH) =F (A). (1.37) 


В каноническом ансамбле константа E имеет различные зна- 
чения для разных систем ансамбля, т. е. функция fy(H) опреде- 


* Вопрос о том, является ли при данной Н(р, 4) интеграл (1.36) единст- 
зенным, явно не зависящим от #, не решен. Есть работы, в которых предпо- 
лагается существование других. 
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лена в 6№-мерной связной области Г фазового пространства и 
H=E являются ее поверхностями уровня. 

Принимаемое для равновесных систем предположение, что ста- 
тистическое среднее значение любой $ (р, 49), называемое также 
средним по ансамблю, 


(F (p,q) =F (р, 4) fy (Н) dpdg (1.38) 
Г 


равно среднему по времени (1.32) 


(F (р,9)=$, (1.39) 


называется эргодической гипотезой, или, иногда, эргодической 
теоремой, доказанной, однако, только для некоторых частных 
случаев. Эргодическая гипотеза во многих случаях дает основание 
для трактовки введенных выше статистических средних как наб- 
людаемых макроскопических параметров системы. Например, если 
М (а также числа сортов №, ..., N;) очень велико и система Sy 
из состояния (1.23) переходит в равновесное с функцией распре- 
деления (1.37), то эволюция описывается функцией, определяемой 
Уравнением (1.21), причем некоторые из статистических средних 
типа (1.31) представляют макроскопические наблюдаемые харак- 
теристики системы. 

Плотность массы, скорость движения и закон сохранения 
массы простой системы. Общий статистический подход K описа- 
нию движения системы при некоторых существенных дополнитель- 
ных определениях и условиях в принципе позволяет получить из 
Уравнения Лиувилля важные для МСС законы перавновесного и 
неоднородного в пространстве движения системы Sy как сплош- 
ной среды. Среди них наименее ограничительным является вывод 
закона сохранения массы, который и приводится ниже для прос- 
Той системы. | 

Вероятность нахождения определенной частицы с номером 
k=l, например первой (1=1), в единице объема с центром г, точ- 
нее — плотность вероятности нахождения частицы R=1 в точке 
Г в момент ¢ при условии, что импульсы всех частиц и коордииа- 
ты всех остальных (кроме k=/) частиц имеют какие угодно зна- 
чения из области Г=Г»)Т, пропорциональна 6М—3-кратному ин- 
тегралу от f(t, р, 4) по всем импульсам в пределах области Г» и 
по координатам в пределах области Г. всех частиц, кроме k=l, 
для которой 9: =г зафиксировано. 

Средним числом частиц системы Sy, находящихся в момент { 
в единице объема У в точке г пространства наблюдателя, пазы- 
вается величина v(t, г), определяемая равенством 


N N 
v= (8 (%—10)=(У, 8 &—1)}, (1.40’) 
k=1 k=l 
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т. е. математическое ожидание всех точек системы в единице 
объема; причем интеграл от у(г, #) по всему объему У, занимае- 
мому системой Sy, равен числу № частиц системы: 


м 
у 94=) \ (8 (q,—1)) dr=N, 
k=l У 
dr == dV =dx'dx*dx°. 
Макроскопической плотностью называется величина 


N 
ot, = (У; m5 (4—1). (1.40) 
k=l 


B случае одинаковых масс всех частиц p= ту. 
Макроскопическая скорость соответственно определяется через 
импульсы равенством 


N 
V(r, )=—— (1—1). (1.41); 
kel 
Уравнение Лиувилля (1.21) запишем в виде 
3 N 
р Fy д д = 
fy +У Я С (Чун) |0, (1.42) 
al ke 


rye ug==pz/m, и Её = —OH/Ogk (Fe не зависит от р). Умножим 
(1.42) на m6(qi—r), 1=1, 2,..., М, и просуммируем по [от 1 до 
N; результат интегрируем по области Г, т. е. вычисляем равную 
нулю сумму 


N 
у m [у (р, 9, 06 (4— г) dpdq=0. (1.43) 
t=1 г 


Очевидно, на основании определения (1.40) 
м af P N 4 
iN. a3 a, =p) ==. 
yn 3 8 (9—1) dpdg=— (Утв («—0)=-=. 
= i=1 


Поскольку для любых [ и А согласно (1.20) 


5 (q.—1) 2 (Fify) dp=8 (9—1) 
очно 


д a, 
ape (Fefy) dp=0 


(так как импульс р» принимает значение на границе области Г»), 
соответствующая сумма в (1.43) исчезиет; что касается слагае- 
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мых, содержащих вторые члены суммы в (1.42), они содержат 
выражения типа 


(8—2) ae (он) 49. 
14 


Для [5ЕЁ функция 8(9:—г) выйдет из-под интеграла по 4»“, HH- 
теграл возьмется и будет равен нулю, так как координата 4„“ 
выйдет на границу области Гу; следовательно, останется сумма, 
которая на основании определения р и V(r, #) (1.40), (1.41) рав- 
на (при [=#) 


3 
J Ysa—n 2 (ау) ара У д (eV), 
9:1 


dg% 
T kel 9 


где x*, Уз — компоненты г, У. Таким образом, из (1.43) получа- 
ется закон сохранения массы 


3 

др 1_д = 

= + да У“) =0, (1.44) 
onl 

который из других соображений получается в МСС. 

Уравнение сохранения импульса для массы единичного объема 
получается из (1.42) умножением на риб(9;—г), суммированием 
по всем [от 1 до М и интегрированием по Г, т. е. из векторного 
уравнения 


N 3 
of \ д 
У eda—o+ DV У) [меч зе + 
T bel f=] k=1 @=1 
+p (4—9) 2 (Fafa) || dpda=0. (1.45) 
Opp 

При интегрировании по области | время { является параметром, 
от которого (через параметры и) может зависеть граница облас- 


ти Г; на ней согласно (1.20) функция fy=0 и для всякой Ф(р, 4) 


0 Qt д 
foe, 9) О и ФФ, 9)). 
Г 


ot 


Поэтому первая сумма равна (с учетом (1.41)) 


N 
(Ss a—n =A. (1.45") 
1=1 
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Вторая сумма при [5=Ё обращается в ноль, так как производная 
по таким 4“ выходит за знак подынтегрального выражения 


д 9 
(o%f nv) = 
Ogg ¥ 94% 


риб (9:— г) [роб (9 — г) 


и интеграл по Г равен нулю (Ge* принимают значения на грапице 
Г, и потому [и =0). Значит, вторая сумма равна 


N 


у тов) soz (tt) daa. 


a@=1 Г k=1 
Ho по определению 6 (9,—г) (1.30) 


д 
agg 


6(—=— 2 8—0 


и вследствие независимости Py, UZ=p%/m,, [м (р, 9, ) oT г 


Pid (а —г) 2 (Uff y)=—2— [раб (ег) vf] + 
99% 99 
+ [pd (а -— г) vf]. 


дх 


Интеграл от первого выражения по Г равеи нулю, так как 
[№=0 на границе Г; производная по x* при подсчете суммы выхо- 
дит за знак интеграла по Г. Следовательно, вторая сумма в (1.45) 
равна 


3 
д " 
YD) ge (Pre &—1)). (145°) 
Gal 
Среднее значение всех скоростей uz“ (k=I1, 2,..., М) примем рав- 


ным У“, среднее значение импульсов Pe — равным Mm,V и обозна- 
чим отклонения от средних 


AP, =Pr—™V. (1.46) 
Тогда для (145”) с учетом (1.40), (1.41) получим выражение 


> [2 vty 1, (1.47) 
Я [ дх Ox® 


a=! 
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где вектор 
м 
an Ape Ape a 
o% = (ol r)) (1.48) 


называется кинетическим вектором внутренних напряжений па 
единичной площадке с нормалью, совпадающей с осью х“ в точ- 


ке г. Три вектора 0“, (а=1, 2, 3) образуют симметричный тен- 


зор кинетических напряжений (а, В=1, 2, 3) 


a 


М, Ар Ape , 
о = (8—1). (1.48') 


ть 
k=1 


В последней (третьей) сумме уравнения (1.45), слагаемые при 
lk обращаются в ноль (интегрируются по px") и при [=k на 
основании тождества 

ay д 


= 
0% Ope 


(Priv) —Faly 


Pp 
Fe 
kPh pe 


д 


и независимости вектора силы F, от импульсов р получим 


N 3 
_v a Pp ЕЯ 
ХУ (Fe (a2) =F 0,9. 
k=l a=l 
Здесь Op,/Op% = д4,/04%==е„-—единичный вектор вдоль оси x%, 
Вектор 


м 
F(r,Q=¥ (Fi (9,08 &—1)) (1.49) 
в 


представляет некоторую среднюю силу, действующую на единицу 
объема среды в точке г и возникающую за счет потенциала вза- 
имодействия всех точек системы Sy между собой и с внешними 
телами; 


Я 4 OO ee ре, (149) 
94% oof 94% 


где первое слагаемое дает силу, действующую на А-частицу со сто- 
роны всех других частиц системы, второе — силу CO стороны 
внешних тел. 

В результате уравнение сохранения импульса (1.45) приводит- 
ся к виду 
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3 
до“ 
р = ae Е’, ОЕ (г, 1), 
ia (1.50) 
r+ v2 a 
где Fe(r, ¢) — главный вектор внешних сил, приходящихся на 


единицу объема в точке г в момент #. 
В МСС предполагается, что вектор Е’ (г, #) всегда приводится 
к дивергентному виду, т. е. 
3 he 2 
au’ 30 
Е’ (г, jim" ote 7 1 и) =. (1.51) 
Хх 
a=) a=! 
В некоторых случаях в статистической механике такое приведе- 
ние хотя бы формально удается сделать. Пусть, например, потен- 
циал взаимодействия частиц системы между собой 0”(4) пред- 


ставляет собой сумму потенциалов Um, парного взаимодействия 
частиц т и п, зависящих от расстояния и ними: 


ЖЕ —%, (52) 


тт=1 
где сумма берется по всем т, п от | до М, причем О„т==0. Вхо- 
дящая в (1.51) сумма легко преобразуется к виду 
м 


и YY Fat 8 (an) 

k=1 mk=1 

и затем Ha ocHoBaHHH тождества (Ume=Unm) 
Une Vi 
94 94 
— к виду р 
N Е 
Дева, 0-81). (1.53) 
k=2 m=1 


Если силы парного взаимодействия частиц & и т — близко- 
действующие, т. е. пренебрежимы при удалении частиц на рас- 
стояние порядка а, весьма малое сравнительно с характерным 
линейным размером объема У, а значит, и сравнительно с г, то 
аргументы 6-функции, входящие в (1.53), будут отличаться на 
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величину порядка а. Поэтому их разность формально можно за- 
менить разложением в ряд по степеням Qm—Qz: 


8 (@m—t)—8 (Q,—1) =8 (Gh —F + Gm — 9) —8 (G2 — 1) = 
= ere В 


дв 
p=! 


Если ограничиться только первым (выписанным выше) членом 
разложения, то подстановка его в (1.53) ив (1.51) приводит F’ 
к дивергентному виду, причем 


М в 
9и=— 1 (Fam (4—9) 8 &—1), 
k=:2 m=1 (1.54) 
3 
OU gm OUnpm 
— Fin= 
т Oak у og 


Если использовать полный ряд, то сумма в (1.51) также приве- 
дется к дивергентному виду и выражение (1.54) будет первым 
членом разложения вектора напряжения 0“пот. Строгое доказа- 
тельство такой возможности здесь не рассматривается. 
‘ Представим полный вектор напряжения через его компоненты 
0": 
3 


o% = У oe, = р (02 + 028) ев. (1.55) 
В =1 


Три скалярных уравнения сохранения импульса из (1.50) получим 
в виде 


(чу = -)4 aa +P (B=1, 2, 3), (1.56) 


a=1 


причем в рассматриваемом частном случае компоненты тензора 
внутренних напряжений o* (а, В=1, 2, 3) определятся формулами 


N Ара Ape 
че = x 5(q,—1)) + 


М Ш 


+)" ( (Ч ae Wim 5(q,—r)), — (1.57) 


4 
k=2m=1 Pes Pa 


и, как видно, тензор напряжений симметричен: 0% =o". 
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Приведение Е’ к дивергентному виду будет аналогичным и 
в более общем случае, когда потенциал И’ зависит от разностей 
координат д»*— 4“. 

Термодинамические параметры и функции системы Sy как 
сплошной среды не могут быть введены так же просто, как р, Vv, 
У, o7*, если пе наложить более сильных ограничений, позволяю- 
щих обобщить определения соответствующих параметров и функ- 
ций в равновесных состояниях ($ 2). 


В МСС чаще всего рассматривается такое неоднородное (по 
г, движение статистической системы Sy в физическом  прост- 
ранстве, когда градиенты всех средних (типа р, У, 0“*) nor ut 
почти всюду имеют порядок отношения их характерных значений 
к характерному линейному размеру области и интервалу време- 
ни монотонности. В таком случае при очень большом М№ (также 
№, №, ...) в окрестности точки г в объеме 4У=4х!4х?4х3, малом 
сравпительно с У и пастолько большом, что в нем заключена под- 
система Say с очепь большим числом частиц AN (АМ: AN», ...), 
движение статистической системы Say будет почти однородным. 
Если U’(q) — потенциал близкодействия, т. е. частицы системы 
Sy взаимодействуют только на расстояниях порядка размера час- 
тиц а, и если |dx'|>>a, то систему Say можно рассматривать как 
замкнутую статистическую систему, свойства которой совпадают 
со свойствами Sy в макроскопически однородном состоянии. От- 
сюда возникают различные возможности дальнейшего эффектив- 
ного изучения динамики статистических систем, поскольку прямая 
задача построения функции fy(p, 4, #) при очень больших N 
(Mi, №» ...) представляется сложной. Отметим две из таких воз- 
можностей. 

Метод квазиравновесных и близких движений по существу 
сводится к использованию свойств равновесных систем ($ 2) и 
отысканию функции fy(p, 4, #), достаточно близкой к функции 
канонического ансамбля Гиббса. 

Метод кинетических уравнений относится к существенно нерав- 
новесному движению статистической системы Sy, в первую оче- 
редь макроскопически однородному в объеме V—>oco физического 
пространства. Для простоты рассмотрим систему 5», состоящую 
из N->oo частиц одного сорта плотности N/V=v=const с совер- 
шенно одинаковыми потенциалами парного взаимодействия Upm= 
=U (рт), т. е. систему неразличимых частиц, каждая из которых 
может запимать любое положение внутри объема. Физически та- 
кая система Sy является классическим приближением одноатом- 
ного нейтрального газа. Функция распределёния fy(p, 4, #) будет 
симметричной, т. е. не будет изменяться от перестановки пар 
(q:, Px) и (Ge, Px) для любых №, [=1,9,..., М. Область Г изме- 
нения импульсов и координат всех точек системы бесконечна и 
состоит из объединения бесконечного числа одинаковых для лю- 
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Goro & шестимерных пространств 9,=® векторов (Px, qe) с об- 
ластью изменения координат 


9: — со (4%, р) < ©, а=1, 2, 3. (1.58) 


Границу области У для каждой точки Qe снстемы можно заме- 
нить отталкивающим потенциалом Иу(9» ¢), обращающимся в 
ноль впутри У и в бесконечность — па границе У. Функция Га- 
мильтопа равна 


м м 
1 2 
Ны= У} Ны+-- У Од, w= PO + Uy (dy, 0. (1.59) 
k=! Е, 1=1 
Функция распределения | (р, 9) одной частицы (безразлично 


какой, например первой) определяется как условпая средняя, 
если qi=Qi, р, =Р, фиксировапы: 


КР, Q, = | fy (p, 4 98 ©. —Р) 8 (4, —0,) dp dq= 


= (ар ад»... (fy (Pi Qs рь das «+3 Pwr Gi О dpy day, (1.60) 
Q Q 
причем, согласно (1.19) 


pfhes Q,, ‘dP, dQ,=1, (1 61) 
Q 


где 2 — область (1.58). Следовательно, | (Ри, Qi, t)/W! — плот- 
ность вероятности нахождения параметров частицы в точке Py, 
О; в момент ¢. 

Двухчастичпая фупкция распределения }»(Р:, Qi; P2, Qe; £), 
называемая корреляционной функцией распределения пар частиц, 
получается при замепе W! на W? и умноженни подынтегрального 
выражения в (1.60) на 6 (po—P2)6(q2—Q2), причем 


1 
ur { dP, dQ, {fh dP, dQ, -=1. 
а Q 


Вообще $ — частичная фупкция распределения fs — получа- 
ется как условное среднее значение {м (р, 4, #), когда параметры 
т qe (R=1, 2, ..., $) 5 частиц имеют фиксированные значения 

ky Qe: 


iP, 9, = [у р, 9, 08, —Р)8 (4—9)... 
} 


--- 8(p;—P,) 6 (q,—Q,) dp dq. (1.62) 
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Нормирующий множитель WS удовлетворяет условию 


1 Ен: 
т | Ps я fie. Q, дар. dQ,=1. (1.63) 


Кинетические уравнения для различных fs; получаются из урав- 
нения Лиувилля (1.21), где Hy определено (1.59). Умножая 
(1.21) на 


Ws dpsis 4441... dpy dqy 


и интегрируя по всем значениям этих переменных при условии, 
что Мс, У->ое, У/М-»и, т. е. по бесконечной области Г» или 
(1.58) с учетом свойства потенциала Uy(qe, №, получим после 
некоторых преобразований 


Зи, А (Они ыыы. = 0.64) 
Q 


Здесь Н; и Us41 имеют выражения 


2т 
heel Ryland 
(1.65) 
Uu=y О (Pr,s41)s 
ky 
и скобки Пуасона для любых двух функций Сь, fe от 2k векторов 
рь 9: (1=12,..., &) в соответствии с (1.22) имеют выражение 
зь 
Zn _ fe 
2s Бут S(t fe at): 1.66 
[243 Ы p> SF ae a (1.66) 


так что [Hs; fs] получается отсюда при k=s, Z;=Hs и [И 
fess] — при k=st+l, бы =. 

Вместо задачи решения уравнения Лиувилля (1.21) для систе- 
мы очень большого числа частиц М, т. е. для отыскапия функции 
очень большого числа 6N+1 переменных (px, gx*, В №=1, 2, ... 
..., №; a=1, 2, 3), мы получили задачу решения бесконечной 
системы зацепляющихся кинетических уравнений (1.64) при 
5=1, 2,..., со, причем уравнение для fi (Pi, Чь #), зависящей от 
семи переменных, содержит под интегралом по Q функцию fo; 
уравнепие для [5 (ру, 91; р», qe, И, зависящей от трипадцати пере- 
менных, содержит, аналогично предыдущему, [зи т. д. Кажуще- 
еся усложнепие задачи (замена одного уравнения для fy беско- 
нечным числом совместных уравнений для бесконечного числа 
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функций fs) значительно ее упрощает, так как позволяет обры- 
вать цепочку уравнений на малых значениях $ (обычно $=1, иног- 
да s=1, 2) или даже получать важные статистические физичес- 
кие свойства из незамкнутых уравнений. Первое (обрыв цепочки 
при малых 5) возможно вследствие близкодействия потенциала 
О (ры): макроскопические свойства системы в окрестности точки 
г могут зависеть от взаимодействия лишь ближайших частиц. 
Второе (получение свойств из незамкнутой системы) целесообраз- 
но потому, что наличие второго слагаемого в правой части (1.64) 
приводит к возможности введения новых макроскопических па- 
раметров, которые могут обнаруживаться в макроопытах. 

Выпишем подробно уравнение (1.64) для 5=1. Из (1.65) име- 
ем 


1 
2т 2т 


a= 


3 
Hy= PP Ges U=V a), = ав 
1 


a=al 


и потому находим скобки Пуассона 


3 
OU (ра) | 9 fe 
из ыы (2th), 
[ 2 fal 94" Ope ap 
axl 
Учитывая, что второе слагаемое [U2; fe] при интегрировании по 
© в (1.64) исчезает, искомое уравнение для одночастичной функ- 
ции распределения f;( pi, qu, #) примет вид 


3 
oh — —yr Ah В. 1.6 
д: = | ut aq? + rs } age apt dp, da}, ( . 7) 
a= 


причем сюда входит шестикратный интеграл по области (1.58) 
при &=2. 

Формулой (1.61) введена нормировка W!(t) функции f,, равпая 
ее среднему значению по области ©: 


№1 (= { fi (Pi, Gi» 4) dp, dq. 
Q 


Умножая (1.67) на dp,dq;, интегрируя по Q и учитывая в дальней- 
шем, что на границе области © имеем =f, (Py, Ч, =O, (p2)"F, (ри, 
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9, д=0; (9°)* Ё (р, 9, )=0 при любом конечном числе у, по- 
лучим 


Ранее формулами (1.40) и (1.40’) были определены плотность 
р(г, t)=mv и число частиц у(г, #) в единице объема физического 
пространства в точке г. Легко видеть, что V и р могут быть выра- 
жены также формулами 


var Shi. г, ри, p=mv, 9, = 9. 
% 


Формулой (1.41) был введен вектор скорости среды V(r, #), кото- 
рый через функцию f; определяется выражением 


1 
pit Sif... г, t) ар. 
“р 

Умножая (1.67) на mdp,/W! и интегрируя по Qp, получим 
сразу закон сохранения массы (1.44), так как интегральный член 
в (1.67) будет интегрироваться еще по р!” и исчезнет. Уравнения 
cox анения импульса (1.56) также получаются умножением на 
ригар,/№1 и интегрированием по ©. Для 0% получаем выраже- 
ние 


Apt Ap8 
oh JO г, Эр 
Р 


Ща ¢ Ser Aah т 
> Jahan | (4, u= т 
a, ay 


й аи 
Для производной от 048. имеем 


дов _ 90_ Of 
в 3 = 
Ox = \ р! dp, } anf apt dp, dq, 
2, 
a) оу! Е dp, ae ape Oth) oF, | ар, = 


ae 10 ем 


рт да fa (Pr г; Par 4; #) dp, dp, 44». 


Q 
Qe 
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Полагая для газа 028. ==ри (г, 1) 6®®, следовательно, 


д =: 
Py ==, JA he, г; р», 9; t) dp, dp, 4, 


Ox™ о Ox® 
Q 


уравнения сохранения импульсов получим в виде 
3 3 
avé yo ave) Py _ они 
p ( + о ) xB Ox™ * 
a=) 


д: Ox 
a=l 


Вектор Ap; =pi—mV представляет хаотическое движение частиц, 
системы. Если температуру в точке г определить с точностью до 
множителя как среднее по всем скоростям значение кинетической 
энергии хаотического движения, т. е. 


J heen 04 | пФ, г да AT, 9, 
Q, a 


р 


причем Т будет выражено в кельвинах, & — постоянная Больцма- 
на, и если среднее кинетическое давление определить как арифме- 
тическое среднее значение диагональных компонент тензора 


028, т. е. 


3 


1 
Pros = » ont, 67", 
©, В=1 


то, составляя такую сумму, получим ркин0=АТ. Полным давлением 
называется сумма р=ркин+ Ри. Таким образом, получаем уравне- 
ние состояния 

pu=kT+upu, 


где и=7/р — удельный объем системы в точке (г, #). 
Статистическую теорию рассматриваемой системы (одноатом- 

ного газа) можно продолжить и вывести другие соотношения. Су- 

щественно отметить, что понятия плотности р, средней скорости У, 


кинетических составляющих тензора внутренних напряжений 078. 


и кинетической составляющей давления ркин, температуры Т, ки- 
нетической энергии (среднее значение (р!)?/2т) связаны только 
с одночастичной функцией распределения | (ру, Чи, #), тогда как 
потенциальная составляющая давления ри, потенциальная энергия, 
выражающаяся, очевидно, через интеграл 


1 
ge (09, — ПР р, Pa г, > 0), Фр. de 


связаны уже с двухчастичной (бинарной) функцией распределе- 
ния fo. Поэтому получение закона сохранения энергии потребует 
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использования кинетического уравнения для fe, содержащего fs. 
Замыкание системы основных вводимых средних величин (р, У, 
Т, o, ...) и определяющих их уравнений в МСС производится ис- 
ходя из макроскопических опытов, а в статистической механике — 
на основании конкретизации свойств системы Sy и некоторых ги- 
notes. Предположение, что функция распределения fs с наиболь- 
шим индексом $ является некоторым функционалом функций с 
меньшими индексами (f,-1,...,/1), очевидно, замыкает систему ки- 
нетических уравнений. Предположение, что плотность газа мала, 
вводит малый параметр 1/9. Это означает, что для замыкания мо- 
жет быть использован также один из методов малого параметра. 

Не останавливаясь более подробно на статистической теорни 
газа, отметим, что аппарат кинетических уравнений развит также 
для более сложных систем Sy, состоящих из частиц разного сорта 
и переменного состава. 
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Состояние системы Sy равновесно, если: 1) она консервативна, 
т. е. потенциал U(qg, в) всех внешних и внутренних сил явно не 
зависит от времени; 2) среднее переносное движение ее отсутствует 
(граница объема У неподвижна, количество движения и момент 
количества движения Sy равны нулю); 3) функция распределения 
Ир, 9, и) явно не зависит от времени. При этих условиях функция 
Гамильтона 


Н(р, 4, W=K(p, 9 +И(4, в =Е, 
(2.1) 
lor 
к-- я и (9) в:р,, 
i,j=l 
является энергией системы, причем она постоянна для каждой CH- 


стемы Sy) ансамбля (может быть различна для различных а). 
Следовательно, функция 


(о, 9=НН, 0), (2.2) 


где 9 — некоторый набор не зависящих от р, 4 параметров, явля- 
ется решением уравнения Лиувилля. Именно эта функция лежит 
в основе термодинамики замкнутых равновесных систем. 

Условие нормировки функции f записывается в виде 


\ F(H(p, 9, в), 8) dpdq=1, (2.3) 
Е 


причем существенно, что на границе области Г функция f обра- 
щается в нуль. 
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Возникает вопрос: реализуются ли указанные выше условия 
равновесности Sy в физических средах, так как они движутся, во- 
обще говоря, неравномерно во времени и неоднородно в простран- 
стве? Но если рассмотреть макроскопически очень малый движу- 
щийся объем, включающий, однако, большое число одинаковых 
частиц, и проследить за такой системой в течение макроскопиче- 
ски очень малого, но превосходящего Ts времени, то в соответству- 
ющей подвижной системе координат система приближенно удов- 
летворяет условию 2, так как силы инерции переносного движе- 
ния (обычно) малы по сравнению с силами взаимодействия час- 
тиц. По свойству физических тел условие | не является ограничи- 
тельным. Что же касается условия 3, то оно выделяет обычно класс 
так называемых равновесных обратимых процессов, которые воз- 
можны во многих физических средах. 

Внутренней энергией A физического тела называется среднее 
по ансамблю значение энергии Н: 


Я 9 =(Н)= [Нфр, 9, ЮКИ, 9) 4р44=К--0, 
г 


К @-(к)=\ ко, q) fH, ®) dp dg, 
(2.4) 
Tw, Y= (U)=( UG, WAH, 9 dpdg, 
Г 


где К — кинетическая (тепловая) составляющая, О — потенци- 
альная. 

Энергия Н(р, 9, в) каждой системы Sy“), имеющая для нее 
постоянное значение Н==Е“®), зависит от внешних параметров 
и (№1, 2, ..., Hr, ...), определяющих внешнее силовое поле и гра- 
ницу объема V, занятого системой. Среди pir находятся сам объ- 
ем V, геометрические параметры, определяющие форму границы 
объема У, координаты внешних тел, действующих на систему Sy, 
и т. п. Они одинаковы для всех систем $м“) ансамбля Поэтому 
параметры в, можно назвать внешними. Параметры 60(6,, Oo, ... 
..., Os, ...) называются внутренними макроскопическими пара- 
метрами: от них зависит f, но He Н. 

Равновесным процессом изменения состояния тела называется 
непрерывная последовательность равновесных его состояний, по- 
лучаемая непрерывным изменением макроскопических внешних и 
внутренних параметров п, 0; при этом, конечно, сам вид функций 
H(p, 9, и), КН, 60), H(u, 9) не изменяется, т. е. их изменения за 
счет приращений pr, Os выражаются полными дифференциалами: 
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= вн у 


5 


~ on on 
6H= 68,, .... 
i vat 90; *‘ 


Эти выражения верны независимо от того, возрастают или убыва- 
ют параметры р, @ во времени; при заданных числовых значениях 
р, 9, м, 9, бы, 60 вариации 6H, 5}, 6, ... суть постоянные числа, 
так как коэффициенты при вариациях в правых частях равенства 
явно от времени не зависят. Такие свойства связей между вариа- 
циями различных определяющих систему функций типичны для об- 
ратимых процессов. 

По аналогии с определением сил, действующих на частицы си- 
стемы Sy через производные от потенциала И по координатам то- 
чек, в выражении 61 производные 


oH. OU р, (2.6) 


af 
я 80, (2.5) 


можно определить как истинные внешние силы, действующие на 
систему Sy со стороны внешних тел. Заметим, что так как Ш — 
«координата» внешнего тела, то сила 


—% =(—P,) 
Op, 
действует на внешние тела CO стороны системы. 

Поскольку Н=Е“®) различны для разных систем ансамбля, то 
различны и силы P,. Средней внешней силой P,, соответствующей 
параметру Mr и действующей на тело, называется среднее по ан- 
самблю значение P,: 


Б,—=(Р,)= ЗН род. (2.7) 


Работа 6’A, сообщаемая телу при изменении внешних параметров, 
определяется суммой Р‚др, по г и равна, очевидно, среднему по 
ансамблю значению вариации функции Гамильтона (6H): 


6'Ass УР. би, = (8H) = {НГ dp dg. (2.8) 
т г 


Отметим два важных соотношения, используемых в дальней- 
шем. Варьируя по параметрам в, 0 нормировочное соотношение 
(2.3), необходимо учитывать, что граница области интегрирова- 
ния Г зависит от некоторых из параметров fr; но, как уже отме- 
чалось, значение функции f на этой границе при любом значении 
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м равно нулю. Следовательно, знак вариации по ми 9 в (2.3) 
можно внести под интеграл, тогда 


{| 6fdpdg—o. (2.9) 
} 


По такой же причине для любой функции 9`(р, 9, и, 0) среднее 
ее значение по ансамблю 


#=(5) =] 9, в, 8) F(H, 8) dp dg (2.10) 


варьируется Tak, как будто граница области Г не зависит от yp, 6: 


8% =6 | Ff dpdg— J 8 (Ff) dpdg. (2.11) 
г г 


Теперь получим первый основной закон термодинамики. Варьи- 
руя выражение внутренней энергии Я (24) по параметрам рдибн 
учитывая свойство (2.11), находим 


sHi=| 8 (Hf) dpdq= J НГ dpdq a H6f dp dg, 
или на основании (2.8) 
вН=5'А-- f HOF dp dg=5'A+8'Q, (2.12) 
rye : 
59-\ Hof dp dq. (2.13) 


Если энергия всех систем ансамбля одинакова, т. в. H=EO= 
=E=const, то согласно (2.9) 


SQ=E \ bf dpdg=0. 
г 


Тело, представляемое ансамблем системы Sy, в этом случае на- 
зывают заключенным в адиабатическую оболочку, процесс изме- 
нения состояния его — адиабатическим. Изменение внутренней 
oe при этом согласно (2.12) равно работе внешних сил 6Я= 

В общем случае равновесного процесса из (2.12) следует, что 
66/4; величина 6’Q (2.13) называется количеством тепла, сооб- 
щаемым телу извне Это количество в феноменологической термо- 
динамике определено независимо и до создания статистической 
теории. Формула (2.13) позволяет вычислить его теоретически, ес- 
ли известны функции Н и {(Н, 0). 
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Назовем энтропией $ тела величину, пропорциональную сред- 
нему значению по ансамблю логарифма вероятности f: 


$, )=—k(Inf(H, %))=—kf flnfdpdg, = (2.14) 
г 


где k — константа (постоянная Больцмана). Один из параметров 
9; назовем температурой тела @, и потребуем, чтобы количество 
тепла 6’Q имело интегрирующий множитель 0;-! и с этим множи- 
телем представляло полный дифференциал (по параметрам ц, 0) 
энтропии $5: 


ия 
— 6'0=65. 2.15 
в, 9=65 (2.15) 


Мы потребовали, по существу, чтобы введенные количества 6/Q, 
5$ и 0, удовлетворяли второму закону феноменологической термо- 
динамики обратимых процессов, так как (2.15) имеет форму вы- 
ражения этого закона. Поэтому вывод может казаться случайным. 
Но ведь и количеством тепла выражение 


{ H6f dp dq 
г 


названо тоже из сопоставления формулы (2.12) с выражением 
первого закона термодинамики. Необходимо еще проверить, при 
каких условиях справедливо уравнение (2.15), так как количество 
тепла 5’ уже определено выражением (2.13), вариация 5s может 
быть найдена из (2.14), параметры 6; еще не определены. В стати- 
стической. трактовке, т. е. с учетом (2.13) и (2.14), уравнение 
(2.15) должно быть тождеством, как и уравнение (2.12), выража- 
ющее первый закон. Из (2.14) находим вариацию 6s: 


ба —# f 6 (f Inf) dp dg——k \ Inff dpdq—k \ 6f dp dg, 
r г г 
или, учитывая (2.9), 


8s —k [ In ff dp dg. (2.16) 
у 


Внесем выражения (2.13), (2.16) в (2.15) и перепишем получен- 
ное уравнение в виде 


{ешис, 0+ gH] OF dp dg—=0. (2.17) 
г 


Чтобы для любой вариации 6} этот интеграл равнялся нулю, в со- 
ответствии с (2.9) необходима и достаточна независимость от 


42 Глава 1. Система частиц и контннуум 


{р, 9) подынтегрального выражения, стоящего в квадратных скоб- 
ках. Обозначая это выражение через 62/61, т. е. 


RO, Inf+H=62, (2.18) 
и усредняя (2.18) по ансамблю, получим 
0,=Я— 6015$. (2.19) 


В макротермодинамике такое выражение известно как выражение 
свободной энергии Гельмгольца @›== через внутреннюю энергию 
Я, энтропию $ и абсолютную температуру 0!=Т в градусах Кель- 
вина, если в (2.14) множитель Ё является постоянной Больцмана. 
Таким образом, уравнение (2.15) действительно выражает второй 
закон термодинамики, если функция вероятности { имеет выте- 
кающее из (2.18) выражение 


f=e-(H-wer, (2.20) 
где T — абсолютная температура и ф — свободная энергия 
ф=Я—Т, (2.21) 


Последняя, конечно, может быть функцией внешних параметров 

Mr и температуры Т. 
„Ансамбль системы Sy, определяемый функцией распределения 
(ge называется каноническим ансамблем Гиббса. Найдем из 
ф=Я-+ЕТ(ш р. (2.22) 


Одна из основных задач статистической термодинамики состо- 
ит в нахождении уравнений состояния тела, т. е. связей между 
внешними силами P,, внешними параметрами р, и температурой 
Т, а также в определении энтропии 5. Покажем, что если свобод- 
ная энергия известна как функция p, и Т, т. е. p= p(y, 7), где, 
как и прежде, р — совокупность (ри, ре, ..., И», ...), то уравне- 
ния состояния и энтропия вполне определены. Для этого перепи- 
шем уравнения (2.12), (2.15), выражающие два основных закона 
термодинамики, в виде 


=). Pu, + 6°Q, 
г 
(2.23) 
Tés=6'Q 


и используем их следствие 


sH#—T8s=Y. Pbu,. 
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Внося в это уравнение выражение Of, вытекающее из (2.21), по- 
лучим основное термодинамическое соотношение 


p+ s6T => Р/др,. (2.24) 
г 
Отсюда получаем выражение для энтропии и уравнения состоя- 
ния системы: 
s=—dv/aT, P,=dv/dp, (r=, 2, 3,...). (2.25) 


Теплоемкостью системы при постоянных значениях парамет- 
ров и, называется количество тепла, необходимое для нагревания 
единицы ее массы на один градус Кельвина: 


59 


что при pr=const следует из (2.23); при этом Мм обозначает мас- 
су системы. На основании (2.21), (2.25) получаем 


Mycp=T = ФТ». (2.26) 


Итак, основная задача сводится к определению свободной энер- 
гии ф(и, Г) по заданной функции Гамильтона системы Н (р, 49, в). 
Для конкретных физических сред это почти всегда трудная за- 
дача. Выражение tp через Н в виде функции интеграла состояний 
Z(u, Т), определяемого интегралом по всей фазовой области Г 
формулой 


(р, Т)= [епт dp dg, (2.27) 
т 


находится просто из условия (2.3) нормировки функции f (2.20) 
{ew dp dg— ew" 2=1. 
} 

Отсюда 
ф (р, T)=—AT InZ(p, Т). (2.28) 


Для простых систем, т. е. состоящих из частиц, которые доста- 
точно точно представимы материальными точками, выражение ин- 
теграла Z несколько упрощается, так как для них 


n=3N 9 
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Интеграл состояний представляется в виде произведения двух ин- 
тегралов: одного — по области Tp от функции, зависящей только 
от 9, который обозначим 


Diu, т)=( {e-Manrar dq) (2.29) 

г 

q 

и другого — 
1 3N 
— зат Yepim 

1(ry=\e фр, (2.30) 

Гр 


причем, конечно, 


44= 41 943... дл» 
dp=dp,dp,...dpy, п=ЗМ. 
Обычно предполагается, что область Гр изменения импульсов бес- 
конечна, т, е. каждый импульс pi изменяется от —co до +00, 


Поэтому интеграл / представляет произведение n=3N интегралов 
вида 


гу § et" dp, = уЗяЕТт, 


T. е. равен 
I (T)=(B,T)°%”, В, =2лёт. (2.31) 
Таким образом, 
(р, Т)=В.ТЬ (в, TH”, (2.32') 
и потому для простых систем 
y= — МЕТ [InT+InD(p, T)+1nB,], (2.32) 
F—p—T ov 
H=y—-TS. (2.33) 


В качестве простейшего примера физической равновесной си- 
стемы рассмотрим разреженный одноатомный газ, заключенный 
в объеме У. Атомы на больших расстояниях не взаимодействуют, 
имеют пути пробега в пределах всего объема У и кратковремен- 
но взаимодействуют только при «столкновениях». Поэтому такой 
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газ можно рассматривать как идеальный, т, е. потенциальную 
энергию И положить равной нулю. Из (2.29) 


М 
В | dq= § da 44, 49», ...› dgan=({ 4, 44, 44)" =, 
Га Ч У 


так как в произведении 44 каждое последовательно одно за дру- 
гим расположенное произведение трех дифференциалов декарто- 
вых координат различных точек образует дифференциал объе- 
ма dV 


dV =dq, dq, 44з== 44 44ь 44 =... 
и все координаты изменяются в пределах всего объема У. Следо- 
вательно, 
р=уУ?в, (2.34) 


причем p=V — единственный внешний параметр системы. Из 
(2.33) находим свободную и внутреннюю энергии газа 


y= ~2 ner [in T+z InV + const], 


(2.35) 
Н—-8_ ner. 
2 
Поскольку для рассматриваемого газа 
М 2 
Я— (Ну (М) М [3 
H=(H)=( =) =М ( ; ir), 
то 3k7/2 есть средняя кинетическая энергия одного атома 
Mint. | 
mre 3 ep, (2.36) 
2 2 


Внешней силой для нашего объема У газа является давление 
—р (p>0), так как работа 8’A, сообщаемая газу, равна 


А=—раУ, 


Из (2.25) и (2.35) находим выражение энтропии и уравнение со- 
стояния: 


s=Nk [In (VT°”) + const], 


esa Е == МАТ = RT 
р ai у pV=NR RT. (2.37) 


Теплоемкость при постоянном объеме (при My=Nm) на основа- 
нии (2.26) равна с.=ЗА/(2т). 
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Неточность уравнения состояния (2.37) увеличивается с уве- 
личением давления р. В табл. 2 дано значение pV/RT для тех же 
газов при различных р. Поправка для больших давлений и тем- 


Таблица 2 
Вещество | рР=1 бар р = 50 бар р == 1000 бар 
Не 1,0005 1,24 1,44 
Аг 0,9999 0,971 1,675 
№ 0,9998 0,996 1,99 


ператур может быть найдена при учете потенциала взаимодейст- 
вия молекул и(4); тогда получается уравнение состояния 


pv _, , B(T) , G(T) | 
in и +... 


причем коэффициенты В(Т), С(Т) определяются путем вычисле- 
ния интеграла состояний 2. 
Из (2.36) найдем характерную скорость атома 


a= V = Sf ов т км. с, 


где М — отношение массы молекулы вещества к массе атома во- 
дорода (точнее 1/16 атома кислорода). 

Используем еще некоторые другие формулы для средних вели- 
чин, вытекающие из кинетической теории ваза. Длина / свобод- 
ного пробега атома, имеющего эффективный диаметр 4, выража- 
ется через скорость dc, число молекул в единице объема N/V и 
число столкновений одной молекулы в единицу времени fcr: 


Se Пя ый ма, 


Сведения о некоторых газах даны в табл. 3 для T=300 К. 


Таблица 3 


Вещество м а. А | La Nop © | с, км et 
He 4,0 2,2 1936 6,5-10° 1,26 
Ar 39,9 3,6 694 5,7.109 0,40 
№ 28,0 3,7 654 7,3. 109 0,475 
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Геометрия монокристалла определяется относительным положе- 
нием атомов, точнее, их ядер, в-элементарной кристаллической 
решетке. 

Потенциальную энергию U(q) электрически нейтральной си- 
стемы частиц представляют, например, в виде суммы потенциалов 
парного взаимодействия частиц типа потенциала «6— 12», 


и(д= У ить, |, 


Ry ks 


где гл», — радиус-вектор, соединяющий №-ю и #Ё.-ю частицы 
Ге. -Гь, —Гь, Обозначая Г»б, Qk начальный постоянный радиус-век- 
тор А-й частицы и вектор ее смещения относительно точки 1,2, так 
что Г»=гио-- 4», получим 0 (9) в виде функции всех 4; и начальных 
координат точек. Для идеального кристаллического тела с перио- 
дической решеткой при малых колебаниях атомов около положе- 
ния равновесия (4:=0), в котором И минимально 


9и я 
— =0 (1, j=I, 2,..., n==3N), 2.38 
| lis a ) em) 


ограничимся для малых деформаций квадратичными членами раз- 
ложения U в ряд по д: 


n 
1 
р 9 cuter (2.39) 
f= 


Постоянные взаимодействия cij и начальная энергия Uy в co- 
стоянии 4:=0 зависят от параметров этого состояния р, например, 
деформации решетки. Интеграл состояний 2 в этом случае имеет 
вид (2.32’), причем D можно вычислить, допуская, что координа- 
ты 4: изменяются в бесконечной области (—00<4:<00). При этом 
условие {=O на границах Гр и Го выполняется, так как квадратич- 
ная форма (2.39) положительна. 

Вычисление интеграла D (2.29) как функции констант Uy и 
с; может быть выполнено приведением входящей в (2.39) квад- 
ратичной формы к сумме квадратов или на основе упрощений мат- 
рицы |си| в случае парных потенциалов. Более сложный вопрос 
уточнения физического смысла параметров и (р) как характери- 
стик деформации кристаллической решетки монокристалла в рав- 
новесном состоянии (4;=0) в простейшем случае решается на 
основе понятия аффинной деформации окрестности точки сплош- 
ной среды (гл. |). 

Поэтому рассмотрим одномерную модель монокристалла в ви- 
де линейной цепочки п атомов одинаковой массы т, расположев- 
ных вдоль оси х на одинаковом расстоянии а в нулевом равновес- 
ном состоянии S,° и на расстоянии ра в деформированном равно- 
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весном состоянии 5»'. Для определенности введем границы систе- 
мы: неподвижный нулевой атом с координатой х=0 и подвижный 
(п-+ 1)-й атом с координатой хи, равной х°„= (п-+ 1) а в состоя- 
НИИ 50, x'n41=(#+1) ya — в состоянии S,!; взаимодействие перво- 
го и л-го атома системы с граничными пусть будет для простоты 
таким же, как с соседними атомами системы; именно из этих гра- 
ничных условий следует равномерное в $»! распределение удлине- 
ния цепочки, т. е. расстояния между границами хи — хи = 
=(u—1)(n+1)a, по (п-+1) энергетическим ячейкам, следователь- 
HO, и положение 1-го атома хт!==тТра в S,!, 

Статистическое состояние 5’ в момент { определяется коорди- 


натами Хи (1) =хи!+9т(й) для m=, 2,..., п, (Go(t)=0, dni (= 
=0). Потенциал парного взаимодействия т и m+1 атомов 
и (Гт, m41) При Гт, m41=Xm+i—Xm=pat+Agm, (m=0,1,..., 2) и Адт= 
=9т+!—9т приводит к представлению U в виде 
п 1 в 
= Уи rmmis= (a+ 1) u (ua) +> и" ад У (ая, 
m=0 m=0 
a (2.40) 
” du (т 
2 (pay dr? r=pa 


Для вычисления интеграла D введем вместо Ym новые перемен- 
ные, поскольку и” (ра) >0, 


= и" (ра) = mad 
Em=Im y=. AE n= Em+1— Em: 


Получим из (2.29) (при n>1) 


Dp, T= AE ae 2.41 
4, T)=A A ew (— им). (2.41) 


где А — число. Свободную энергию, приходящуюся на один атом, 
согласно (2.32), и ее производную по yp, т. е. растягивающую си- 
лу, находим из формул 


и (в, Т)= ли (ра) ++ ЕТ ши" (ua) ЕТ InT, 
ay (na) ai 
Р=—Н = аи’ eH) 
= аи’ (ua) + kT ou" (wa) 


Первое слагаемое в выражении силы определяет ее при Т=0, об- 
ращаясь в ноль при и=1. Второе дает поправку на тепловые коле- 
бания атомов при Т>0 
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В области устойчивых состояний цепочки и”(ра)>0. При 
и"' (ра) <0 нагревание системы уменьшает силу, необходимую для 
удерживания деформаций e=p—1>0. 

На примере потенциала «6—12», для которого в (2.42) 

аи’ (ра) = 1220, (u-7 — 13) = 72k@,e + О (2), 
4-9 — 13-5 
— 78+ 13p-!* , 


видим, что для выявления тонких термомеханических эффектов 
представление И квадратичной формой (2.39) недостаточно: мо- 
дуль упругости цепочки зависит от Т через u’’(r), которая отбро- 
щена в (2.40). 


аи" (ра)/и” (ра) =14 


Глава П 
КИНЕМАТИКА И ВНУТРЕННИЕ НАПРЯЖЕНИЯ 


$ 3. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И УРАВНЕНИЯ МСС. 
ЛАГРАНЖЕВО И ЭЙЛЕРОВО ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 


Будем рассматривать настолько большие тела, что весьма ма- 
лые их части объема GV содержат достаточно много частиц, и по- 
тому для этих малых областей тела можно ввести понятия макро- 
скопических величин плотности тела, перемещения, скорости, уско- 
рения, внешних сил, внутренней энергии и других в смысле сред- 
них по ансамблю ($ 1). Идеализация истинного физического те- 
ла в МСС состоит в том, что все рассматриваемые величины при- 
нимают в качестве истинных. Количество и математическая при- 
рода вводимых средних величин таковы, что с достаточной точно- 
<тью можно описать внутреннее состояние тела и взаимодействие 
между телами. В основах МСС главным образом рассматривают- 
ся механические и тепловые взаимодействия и деформации малых 
объемов, иногда учитывается действие на них электромагнитных 
полей, химических реакций и др. 

Для изображения состояний и процессов в МСС используется 
трехмерное евклидово пространство с различными системами ко- 
ординат и классическое время. Выбор системы координат произ- 
волен и не должен сказываться на физических следствиях получае- 
мых уравнений. Значит, математические объекты, характеризую- 
щие физические явления, не должны зависеть от частного выбора 
системы координат, а физические законы должны выражаться че- 
рез эти объекты математическими соотношениями, инвариантны- 
ми относительно преобразований системы координат. 

Основные математические объекты МСС суть тензоры различ- 
ных порядков: нулевого — скаляры (плотность, энергия), перво- 
го — векторы (радиус-вектор, поток тепла, скорость), второго — 
‘тензоры деформаций, внутренних напряжений, третьего и четвер- 
того — тензоры пьезоэлектрических констант, коэффициентов вяз- 
кости и упругости и др. Все эти тензоры считаются непрерывно 
Эифференцируемыми достаточное число раз по координатам и по 
времени, ограничены вместе с их производными в области тела. 
Все они введены в XIX веке в процессе создания теории упруго- 
сти, гидромеханики и других разделов теоретической физики, и 
затем в алгебре и геометрии была создана их общая теория. 

Определения основных величин в МСС можно рассматривать 
и как априорные, и тогда получающиеся уравнения, подобно за- 
кону Ньютона для точки m<=Fy, станут содержательными зако- 
нами только на основании экспериментально обоснованных гипо- 
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тез, устанавливающих дополнительные связи между введенными 
величинами. В случае mk—F, дополнительная связь дается гипо- 
тезой F,=f(x, x, 1). Решение уравнения mi=f(x, x, #) составляет 
математическую, а нахождение Fr=f(x, %, #) (точнее, функциона- 
ла F,=Fo'(x(t)), где x(t) — значения x в любой предшествующий 
момент времени 0<т<й — физическую задачу. Стремление со- 
хранить понятия и общий вид (форму) соотношений между. вводи- 
мыми величинами такими же, как в механике системы ‘и термоди- 
намике, подсказывает целесообразный набор и характер вводимых 
в МСС величин. Каждое из вводимых ниже определений изучаю- 
щему МСС целесообразно сопоставить с соответствующим сред- 
ним по ансамблю (по времени), считая, что системе Sy соответ- 
ствует некоторая конечная (т) или «бесконечно малая» (pdV) 
масса. 

Пусть С — произвольная конечная область неподвижного про- 
странства наблюдателя, х==хие! + хое2-- хзез — радиус-вектор неко- 
торой его точки, У — объем, Х — граница G, у — единичный век- 
тор внешней нормали в какой-нибудь точке x; границы 2, dV= 
==х!4х24хз — элемент объема; 4%=у4Х — вектор, элемент пло- 
щади поверхности %. 

Плотностью среды в некоторой точке х в момент времени # на- 
зовем” неотрицательную однозначную функцию p(x, t), определен- 
ную в области С и на границе У, а также в окрестности & со сто- 
роны внешней нормали %; причем такую, чтобы массой среды в 
объеме У была величина интеграла по объему У области С: 


m=(pav. 
у 


Координатой центра масс называется точка х., определяемая 
равенством 


тх,= | хо (х, t)dV. 
Q 


Расширенную область С, включающую границу 2 и окрестность 
со стороны внешней нормали, обозначим G*. Предполагая С од- 
носвязной и стягивая ее внутрь G* к точке x, заключаем, что 
©(х, t)dV есть масса среды в объеме dV, а x, отличается от х Ha 
величину порядка Al=j/ dV. 

Пусть дано поле вектора v(x, #), называемого скоростью сре- 
ды. Величину pdVV назовем импульсом, или количеством движения 
массы pdV; v(x, #) — вектором скорости массы раУ. Количеством. 
движения массы т естественно назвать тогда выражение 


тм, = | руаУ, 
у 


Ус — вектором скорости центра масс. 
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Движущейся границей Sg (с внутренним объемом Vg) неизмен- 
ной ‘массы Mg среды называется граница Х односвязной области 
С, любая точка М которой при изменении времени Ё на #+ 4 пе- 
ремещается по нормали на величину Vvdt, оставаясь в области G*, 
причем у и внешняя нормаль % берутся в одной и той же точке 
М на Ув. Скорость изменения объема Vg области, занимаемой не- 
‘изменной массой, будет 


— = \ wd, (3.1) 


Ниже на выкладках, сопровождающих утверждения и опреде- 
‚ления, можно не сосредоточивать особого внимания, так как они 
обстоятельно делаются в следующих параграфах. 

Среда с массой mg, заключенная внутри движущейся поверх- 
ности, называется фиксированной физической частью тела или 
физической частицей. Бесконечно малой частицей будем называть 
<реду с массой pdV. 

Координата x(t) центра массы частицы 


1 
mn? es (x, Вау, 
& 


Kak и ее скорость Vg (‘t) 
v= pv dV, 
& т 
Vg 
будут изменяться со временем. 

Стремясь сохранить кинематическое соотношение механики си- 
<темы материальных точек между скоростью и координатой цент- 
ра масс, положим 
dxg (1) 


у: (= a 


Стягивая С в точку x, получим 
ж=х+0(У dV); ,=у-0(А/. 


Таким образом, значение v(x, t) в точке х можно рассматри- 
зать как скорость движения бесконечно малой частицы или точ- 
ки среды с координатой x в момент Е. Если x — радиус-вектор 
бесконечно малой частицы, меняющийся по закону x(t), то ее 
скорость у(х, #) равна х. Отсюда получается дифференциальное 
уравнение движения бесконечно малой частицы: 


ЧЕ (и, 5. (3.2) 
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Решение этого уравнения при начальном условии 


t=0, х=х 
дает закон движения точки среды 
x=x(x, |. (3.3) 


По свойству функции У(Х, #) решение (3.3) однозначно и непре- 
рывно по х, Ё, откуда следует непрерывность преобразования на- 
чальной области, занятой средой, в область, занятую ею в мо- 
мент ft. 


Разность 
и=х—х=и(х, t)=U (x, И) (3.3’) 


называется вектором перемещения бесконечно малой частицы и на 
основании (3.3) может рассматриваться, как и все другие припи- 
сываемые ей величины, как функция либо х, &, либо x, # 

Понятие плотности р сплошной среды в МСС доопределяется 
требованием, чтобы масса, заключенная внутри границы У, не из- 
менялась во времени, т. е, 


= | (x, f) dV= Sor dV + J pvv dd. (3.4) 


Именно это требование ставит величину р в соответствие посто- 
яиству числа частиц системы Sy, а у — средней по ансамблю ско- 
рости системы ($ 1) и называется законом сохранения массы. Со- 
отношение (3.4) приводится к виду (1.44) 


<P + div (ру)=0. (3.5) 


На основе понятия частицы естественно вводится понятие мас- 
совой силы, действующей на частицу, как интеграла по V¢g от 
Е (x, ‘)edV, и потому полевой вектор F(x, #) рассматривается как 
сила, действующая на единицу массы, а FodV — на объем (4У); 
бесконечно малой частицы. 

Также вводится ускорение w(x, #) бесконечно малой физиче- 
ской частицы: 


ау (х, 1) 


w(x, = ет з 


где х удовлетворяет уравнению (3.2). 
Так как из (3.3) x=x(x, #), то 
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ду 
где конвективное ускорение, т. е. вектор У "an? имеет компоненты 


Ou; 


Ov; Ou; . 

v, [2 |? 1—1, 2, 3. 

ar о ero » 4 

Скорость изменения во времени какой-нибудь функции g(x, t), xa- 
рактеризующей физические свойства частицы в (x, f), 


где 


называется полной, или субстанциональной, производной ф. Со- 
гласно (3.6) ускорение есть полная производная скорости по вре- 
мени. 

Кинетическая энергия Kg частицы в объеме Vg, внутренняя 
энергия Ug, энтропия Sg и другие экстенсивные (пропорциональ- 
ные массе частицы) величины вводятся по их определению для по- 
стоянной массы Ти, т. е. соответственно 


2 
К. = f= ау, Ug= [ ouav, 5,= { озу, 7 (3.7) 
Vg Ve Vg 
где и, $ — плотности внутренней энергии и энтропии в точке сре- 
ды. Свободная энергия w(x, t) определяется соотношением 


p=u—Ts, 


совпадающим с определением (2.21). Температура T(x, t) и дру- 
гие интенсивные величины вводятся как некоторые полевые функ- 
ции x, t; все эти функции доопределяются уравнениями 

Изучаемые в МСС величины — аналоги величин классической, 
статистической механики и термодинамики замкнутой системы, хо- 
тя исторически они введены в МСС до создания статистической ме- 
ханики и совершенно независимо. (Некоторые из них введены в 
статистическую механику позднее как аналоги понятий МСС, на- 
пример понятия напряжений, деформаций, потока тепла). 

Вводимые в МСС для mg аналоги уравнений количества дви- 
жения и момента количества движения абсолютно твердого тела 
приводят к понятию внутреннего напряжения YP, на площадке с 
единичной нормалью v. 

Поскольку векторы внешней массовой силы F(x, #) и ускоре- 
ния w(x, #) уже введены, найдем сумму массовых сил и сил инер- 
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ции, действующих на массу Те в объеме Vg. На основании ранее 
введенных определений эта сумма равна 


mF ,—m,W,= jer -) ау. (3.8) 


Е 


Эта сумма не равна нулю, так как на Mg еще действует окружаю- 
щая среда. Следовательно, 


—mw,+m,F,+P,=0, 


3.9 
0-5 pF 8 (x, 5. em 


По аналогии с динамикой абсолютно твердого тела Pg трактует- 
ся как сумма всех сил, действующих на поверхность Lg тела. Сле- 
довательно, необходимо ввести плотность вектора силы F,(x, #) 
в каждой точке поверхности Lg и понимать ее как действие в этой 
точке на Lg части тела, находящейся вне Dg. При таком понима- 
нии мы должны считать $,(х, #) зависящим не только от x, $, HO 
и от ориентации площадки А4Х=у4Х, т. е. от v. Значит, Я, — слож- 
ный вектор, структуру которого надо выяснить, Входящий в урав- 
нение (3.9) вектор Pg выражается через Py: 


В P,dd. (3.10) 


Пусть поверхность Ух в момент ¢ совпадает с поверхностью Ma- 
лой области, имеющей вид прямоугольного координатного парал- 
лелепипеда (рис. 3.1) с бесконечно малыми ребрами а1, ао, аз. 
На каждой грани вектор у постоянен, координаты х отличаются 
между собой на величины порядка 41, аз или аз и, значит, с точно- 
стью до бесконечно малых #, постоянны в пределах каждой гра- 
ни. Главный вектор сил, действующих со стороны поверхности на 
объем dV=a,a2d3, получим сложением всех векторов Я=9 (i= 
=1, 2, 3) (у=-е; — единичный вектор нормали, направленной по 
оси x;). Обозначая штрихом и двумя штрихами значения этих век- 
торов на противоположных гранях, получаем главный вектор по- 
верхностных сил, действующих Ha параллелепипед с ребрами ay, 
a2, ag 


$, = M0, (1—9) “+ аза, (9—8) +440, (P3—F)). 


Применив теперь соотношение (39), получим с точностью до ма- 
лых высшего порядка 


(рм— РЕ) а1агаз =; = а. азА $, + аза. А, | вла. А$?:, (3.10’) 
где Аб, =: — 8. 
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Поскольку эти разности имеют порядок а, 


AP, = 99 a, +0 (a), (3.11) 


т. е. они стремятся к нулю при ai—>0, то, следовательно, выполня- 


ется закон равенства действия и противодействия: Pi=P;. Внося 
значения (3.11) в (3.10’) и vee Ha а!алаз, получим 


t= 


Если применить соотношение (3.9) к бесконечно малому ко- 
ординатному тетраэдру (рис. 3.2) с наклонной плоскостью, имею- 
щей внешнюю нормаль % с направляющими косинусами vi (i= 


Рис 32 


=1, 2, 3), то аналогичными выкладками получим выражение плот- 
ности силы 9, на наклонной площадке через координатные векто- 
ры Я 

Py (x, I= TP y,. (3.13) 


По определению входящие в (3.13) векторы Pi, Py, Ps образуют 
объект, не зависящий от выбора системы координат (х:), называе- 
мый в МСС тривектором или тензором внутренних напряжений. 
Здесь мы обозначим его 9; он вполне определен векторами PF; 
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или их компонентами, обозначаемыми ох в пространстве наблюда- 
теля (xi): 


3 
&, = оне, + ое, + Fes = Py оне, (3.14) 
jal 


Определение и уравнение момента количества движения вво- 
дится аналогично, для параллелепипеда (рис. 3.1) доказывается 
равенство бе;=</еь т. е. согласно (3.14) — симметрия тензора 
о;=0и. Умножая выражение (3.12) на у и интегрируя результат 
по объему Vg массы Mg, после преобразований получаем закон со- 
хранения механической энергии 


ИА, (3.15) 


где А называется мощностью массовых сил Е в объеме Vg и по- 
верхностных сил $, на Х;, W — мощностью внутренних напряже- 
ний (тензора $): 


А= у Pyvdd, 
ie ‘ WV. 


V= (wav, И, = J ors (3.16) 
у if-=1,23 

причем У, — Плотность мощности. При этом В м, входят вели- 
чины Ui, образующие тензор скорости деформации с компонента- 
MH 


oye (Sha OL 7 
Y= y= ie +e), (3.17') 


вполне определяемый вектором V(x, й). = 

В MCC вводится также понятие тензора деформаций 6 =(e:5), 
компоненты которого выражаются через первые производные век- 
тора перемещения u(x, {) =х—х на основании (4 18), (4.15) фор- 
мулами 


uj | да ди. (3.17) 
Ox; Ox; Ox; Ox; 

Кинематический смысл viz и гц состоит в TOM, что OHH одно- 
значно определяют соответственно скорость изменения и измене- 
ние формы границы рассматриваемой физической частицы, кото- 
рая при {= заключена в бесконечно малом кубике с ребром аб, 
Оказывается, что этот кубик в любой другой момент #>& стано- 
вится косоугольным параллелепипедом с размерами ребер поряд- 
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ка a°, изменение объема определяется плотностью p(x, #), которая 
однозначно выражается через тензор ги. 

Термодинамические соотношения в МСС вводятся в предполо- 
жении, что малую частицу с массой Mg можно рассматривать как 
термодинамическую систему с макроскопически однородным по 
объему распределением средних по ансамблю, причем время т; си- 
стемы мало настолько, что бесконечно малый с точки зрения МСС 
интервал времени dt очень велик сравнительно с т. и малая с по- 
зиций МСС частица mg=pdVg является системой Sn с очень боль- 
шим числом М частиц. К этому есть основания, так как масштабы 
рассматриваемых в МСС времен { и размеров тел / предполагают- 
ся несоизмеримыми с их масштабами для представительных си- 
стем статистической механики. 

Применительно к Mg, имеющей форму кубика единичного объ- 
eMa, мощность W, является секундной работой внешних по отно- 
шению к Mg сил Fi. За время dt работа их будет равна W dt, 


du 
приращение внутренней энергии равно pat. «Сообщаемое 


тепло» обозначим Qdt и положим в соответствии с законом сохра- 
нения энергии 


du 5 
р =, +0, (3.18) 


причем и, Wi, © — функции (x, t) при условиях (3.2), (3.3). Си- 
стема Sy, составляющая Mg, за время {—& прошла через последо- 
вательность очень большого числа различных состояний, медлен- 
но и мало меняющихся. Кроме внутреннего параметра — темпера- 
туры Т(х, #) — внешними параметрами Sw являются изменяющий- 
ся обратно пропорционально р(х, #) объем и «перекосы кубика», 
характеризуемые тензором ei;(X, #). Так как длительный процесс 
за время t—ty в целом необратимый, то компоненты тензора де- 
формаций еп, вообще говоря, не являются параметрами состояния, 
определяющими плотность внутренней энергии U(x, ¢). 

Второй закон — баланса энтропии s(x, t) — в МСС обычно 
записывается по аналогичным соображениям в виде 


pT =O+w", и" 20, (3.19) 


где и* называется рассеянием, или диссипацией. В системе Sy 
энтропия — функция тех же параметров состояния (ро, ш, ...), 
от которых зависит и и, но с учетом необратимости состояний Mg 
рассеяние w*, вообще говоря, отлично от нуля. Свободная энергия 
вводится по определению формулой p=u—Ts. 

Поток тепла определяется как вектор q(x, ft), создающий приток 
тепла Ох к частице через ее поверхность, точнее, 9 вместе с © до- 
определяются соотношениями 
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Q, = [ Qav=— { avas, (3.20) 
Vg 2 


в которых 9%4%=494% — поток вектора q через площадку d= по- 
верхности Lg в единицу времени. Иногда учитывают, что приток 
тепла Q в единицу объема частицы может возникать не только че- 
рез ее поверхность, но и прямо в объем (проникающий приток), 
чего для простоты здесь не рассматриваем. Из (3.20) формально 
следует 

=—divq. (3.21) 


Вектор 4 реализует теплообмен между соседними частицами и 
зависит от их состояния (обычно — градиента температуры), но не 
от скорости движения частиц. 

Выпишем сводку всех дифференциальных соотношений между 
введенными пятью скалярными величинами р, Т, и, $, W*, двумя 
векторными У, 4 и двумя тензорными си, Vij. 

Сохранение массы (3.5) 


<P. + div (pv) =0; (I) 
сохранение импульса (3.12), (3.14): 
3 3 
div _ OP; $ = . 
и + в, = У vues: (Il) 
is] ]=1 


выражение тензора скоростей деформаций через вектор скорости 
у (3.17’) или тензора =г; через перемещение и: 


=. 1 
би = ый ve 
сохранение энергии (3.18), (3.21), (3.16): 
3 
4 | 
‚= 6; ;0;;—div q; (IV) 


ij=l 
баланс энтропии (3.19), (3.21): 


oT = —divq+w". (V) 

Почти всегда вектор 4 связывают с полем температур законом 
Фурье 

9= — Л этааТ, (VI) 


где A — известная матрица коэффициентов теплопроводности. 
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Система (Т)— (УГ) незамкнутая, так как содержит три скаляр- 
ных (I), (IV), (У), два векторных (II), (VI) и одно тензорное 
(ПТ) дифференциальное уравнение 1-го порядка по &, x, иначе — 
15 скалярных уравнений относительно 23 функций. Незамкну- 
тость естественна, так как среда не конкретизирована. 

Для некоторых сред и процессов число введенных скалярных 
величин уменьшается; в жидкостях часто тензор Oij сводится к од- 
ному давлению p(x, И, для обратимых процессов принимается 
w*=0, иногда поле температуры T(x, #) считается известным ит д. 

Решением основной термомеханической задачи МСС для обла- 
сти С с границей У называются вектор перемещения и (или ско- 
рости У) и температура Т, определенные для всех точек среды 
внутри С и на границе Х на интервале времени &<т<{. Для по- 
лучения решения необходима замкнутая система уравнений для 
точек внутри С. 

Замыкание приведенной выше системы уравнений в МСС ба- 
зируется на понятии макроскопически равновесного, вообще гово- 
ря, необратимого процесса с диссипацией и на основном постулате 
MCC — постулате макроскопической определимости (гл. Ill). За- 
дать такой термомеханический процесс Пх в фиксированной точке 
х—с015{ среды — значит задать в фиксированной малой физиче- 
ской частице в окрестности этой точки на интервале времени &< 
<t<t температуру Т(х, т) и тензор деформации =:;(х, т) в виде 
функций времени т; задать некоторые начальные условия для них 
при t=. При движении любой сплошной среды в различных ее 
точках происходят различные процессы, и потому можно опреде- 
лить некоторое множество процессов МП, ПхеЕМП, например, в 
виде множества дважды непрерывно дифференцируемых по (х, т) 
функций (T(x, т), ey (x, t)). Постулат означает, что для любого 
ИхеМИ реакция частицы, передаваемая ею через границу в сре- 
ду, — тензор напряжений и все функции, характеризующие со- 
стояние в момент Ё для среды заданной физической природы, яв- 
ляются определенными функционалами (операторами по fy<t<t 
над функциями Т(х, т), ei (xX, t)). Эти операторы существуют и, 
как и физические константы вещества, не зависят от конкретного 
вида Пх=МП 

Если известен функционал, связывающий тензор напряжений 
с тензором деформаций и температурой 


$=51[8 (x, 1), T (x, т), (УП) 
и известно поле температуры 
T=T (x, t), (VIII) 


то система уравнений (I), (II), (III), (УП), (VIII) вместе с (3.2) — 
(3.3’) и (3.17) называется замкнутой для вектора перемещения и 
(или скорости У), т е является такой системой функциональных 
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уравнений для внутренних точек заданной области С пространст- 
ва движения среды с границей Х, для которой существует реше- 
ние и(х, #), если всюду в С задан вектор массовой силы F(x, #), 
а на границе » и в начальный момент #=& заданы некоторые гра- 
ничные и начальные условия. 

Если решение основной задачи известно, то для любых (Xx, #) 
известны и деформации, и внутренние напряжения согласно (УП), 
и все другие физические величины, определяемые заданными опе- 
раторами по (x, #) над функциями u(x, #), T(x, ft). 

МСС используются различные критерии для выбора физиче- 
ски возможного решения: термодинамический критерий, критерий 
устойчивости и др. Критерий устойчивости решения основной за- 
дачи базируется на том, что в физических задачах начальные и 
граничные условия, а также вектор массовой силы нельзя задать 
абсолютно точно, возможны некоторые небольшие отклонения, 
называемые возмущениями. Если решение задачи с возмущениями 
в некотором смысле мало отличается от решения основной задачи, 
последнее считается устойчивым. 

Если в термомеханической задаче поле температуры не зада- 
но, то система уравнений (1), (II), (ПТ), (УП) незамкнута и дол- 
жна быть дополнена уравнением, определяющим температуру Т. 
Для этого нужно рассмотреть термодинамику частицы постоянной 
массы т=рАУ. Пользуясь общепринятым неопределенным терми- 
ном энергия и основным постулатом, можно утверждать, что если 
процесс изменения состояния частицы 6 (т), T(t), fo<t<t, задан, 
то она в момент Ё за время dt выделяет и передает окружающей 
среде некоторую термомеханическую энергию —pAVdu, определяе- 
мую только природой вещества и процессом; сохраняя понятия 
мощности внешних сил W,, количества сообщаемого частице из- 
вне тепла © и полной сообщаемой частице термомеханической 
энергии (W,+Q)pAVdt такими же, как в макроскопически равно- 
весных обратимых процессах, и пользуясь законом сохранения 
энергии (в общепринятом смысле), получаем равенство (3.18). 

В МСС для термомеханических процессов «закон сохранения 
энергии» постулируется так: существует (для каждого вещества 
свой) функционал процесса 


ш [6 (x, 1), Т (x, ЗЕ, (IX) 


удовлетворяющий уравнениям (IV), (VI). Если известны функцио- 
налы S (УП) ии (1Х), то система полученных уравнений замкну- 
та. Существенно отметить, что эти функционалы определяются с 
помощью макроскопических опытов. 

Понятия и соотношения МСС, как видно из изложенного, яв- 
ляются обобщениями тех, которые получаются в статистической 
механике в виде средних по всем группам частиц (N=N,+No+ 
+... М) или для Sy с частицами одного сорта (V=N,). Оче- 
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видно, что возможны (и имеются) некоторые обобщения для си- 
стем, состоящих из двух сортов Частиц (№М=М! + №2), путем введе- 
ния двух однотипных систем полевых функций типа р, и, у, 6, $, 
Т с сохранением одной «внутренней энергии» и[6., 82,7, Tali, 
ит. п. Ho эти вопросы выходят за рамки основ МСС. Вопросы 
влияния электромагнитного поля рассмотрены в гл. У. 

Лагранжево и эйлерово представления движения сплошной 
среды. Пусть е; (i=1, 2, 3) представляет неподвижный трехмер- 
ный ортогональный нормированный репер (базис) в пространстве 
наблюдателя: 


li=j, 
0, ise |. 
Сплошная среда движется и деформируется с течением време- 


ни Ё, занимая область объема Vo в начальный момент времени f= 
—Ки V — в момент 2. Пусть * 


[е;| ==1, ее, ==6,,= 


x=x'e, = у. хе; 
1:=1 


обозначает радиус-вектор (x! — ортогональные декартовы коор- 
динаты) какой-нибудь физической точки М в момент #=4 и 


3 
c= же; = у же; 
{=1 


— радиус-вектор (x! — ортогональные декартовы координаты) той 
же физической точки М в момент времени {#. 

Движение сплошной среды считается известным, если для лю- 
бого Ё известна связь между х их, т. е. известна вектор-функция 


х=х(х, 1) = (х, 4), (3.22) 
т. е. три скалярных соотношения: 
ЖЕ x! (xl, x?) x3, #) = ql (x1, x, x9, 4), 
xx? (xl, x?) x3, t) = $? (х1, x?, x3, £), (3.22’) 
x8 x3 (x1, x2, ХЗ, 1) =p? (x1, x7, ХЗ, A). 


Соотношение (322) называется законом движения точки X. 
Функции х'(х!, х?, x3, #) считаются непрерывными и дифференци- 


* В дальнейшем выражения вида а:6!, АзВи,..., т. е. одночлены, имеющие 
повторяющиеся индексы, означают суммы по ним от | до 3. В противном слу- 
чае отсутствие суммирования при повторяющихся индексах будет оговорено; 
иногда для этой цели используют в качестве индексов буквы греческого алфа- 
вита либо обозначение вида (i=1, 2, 3). 
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руемыми достаточное число раз по хи #; соответствие между век- 
торами х H X для каждого # считается взаимно однозначным, т. е. 
якобиан системы (3.22’) отличен от нуля: 


#0. 


Ox 
Ox 


Следовательно, (3.22’) разрешимы относительно X: 
ХХ! (x1, x3, x3, 1) == 01 (x1, x3, x3, |), 
х=х (м, И =o (x, И, | x? x2 (x1, x9, ХЗ, 1) == 03 (х1, x7, x9, №, (3.23} 
Х8 = (x1, x7, x3, ) == 03 (x1, x3, x3, |. 


Ox Ox 
Точки области, где = =0 или | [=o называются критиче- 
x 


CKHMH, 
Перемещение и, скорость У и ускорение \ точки М в момент 
+ равны 


дх Ox 
= a 2X. == 3. 
u=*—xX, у : (3.24) 


причем и, У и \ согласно (3.22) являются функциями X и #: 


бух, __ eu ' 
— =w (x, = a (3.24’) 


= и 
u=u(x, 0), ai =Vv(x, И, 
Однако, пользуясь обратными соотношениями (3.23), и, V H W 
можно выразить как функции х и &, например 
v=v[x (x, 1), t]=v (x. ft). (3.25) 


Дифференцируя последнее выражение v(x, ¢) как сложную функ- 
цию, найдем 


И AO LN a ON (3.26) 
dt ot 9х ot ot Ox 
или подробнее 
ду ду 
— jp OW OY. 8 OVE a v——, (3.26° 
w(x, = +0 и В ae ae (.26') 


Начальные координаты х, x! (i=1, 2, 3) pene точки М 
зафиксированы, т. е. это определенные числа, которые остаются 
для этой физической точки постоянными при любом &. Говорят — 
координаты х' вморожены в среду. 

Все другие скалярные (плотность, температура, энергия и 
т. д.), векторные (поток тепла и т. д.) и тензорные (тензор напря- 
жений и др.) величины, характеризующие состояние тела в окре- 
стности точки М (иногда говорят — состояние частицы М) мо- 
гут быть выражены в виде функций либо x и 7, либо x H ft. Это- 
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му соответствуют два основных метода изучения движения сплош- 
ной среды: метод Лагранжа и метод Эйлера. 

Метод Лагранжа. Координаты х!, х?, x3 (вектор х) называют- 
ся лагранжевыми координатами точек тела. Это, вообще говоря, 
криволинейные координаты, хотя при t=) они выбраны нами 
как декартовы. Действительно, семейство физических плоскостей 
x'=const при t=to, как видно из (3.23) и ясно из физических сооб- 
ражений, преобразуется в некоторое семейство поверхностей. Me- 
тод Лагранжа основывается на использовании лагранжевых коор- 
динат и состоит в изучении движения частиц сплошной среды и всех 
необходимых параметров в виде функций x и Е. Вместо радиуса 
вектора X=@ при этом часто используется вектор перемещения ча- 
стицы u(x, #). Скорость и ускорение частицы выражаются форму- 
лами (3.24’). 

Если какая-нибудь скалярная, векторная или тензорная функ- 
ция 9 определена для физической частицы, т.е. известна как 
функция лагранжевых координат х и времени t, F=F (x, t), то 
<корость ее изменения во времени для этой частицы определяется 
частной производной OF (x, #)[01. Разность же этой величины у 
двух соседних частиц (частицы х--4х и частицы х) в момент # 
равна 


OF щий. =. 4х'. 
дх Oxi 


Ввиду того что в момент ¢ лагранжевы координаты x! являют- 
ся криволинейными неортогональными и следящими во времени за 
физическими частицами, они приводят к довольно сложным вы- 
ражениям и уравнениям для тензоров напряжений и деформаций, 
но вместе с тем дают исчерпывающую информацию о поведении 
связанных с фиксированными частицами геометрических пара- 
метров. 

Поэтому тензоры деформаций и напряжений, к которым отно- 
CHTCH постулат макроскопической определимости, должны отобра- 
жать только эволюцию во времени метрики лагранжевой коорди- 
натной системы и соответственно тривектора напряжений, отнесен- 
ного к этой системе. Лагранжева система координат, выбираемая 
в момент #=&, конечно, произвольна и взаимно однозначно свя- 
зана с системой (х!, x2, x3), 

Метод Эйлера. Рассмотрим движение среды в любой момент 
времени ¢ относительно фиксированной декартовой ортогональной 
системы координат и обозначим теперь через х радиус-вектор фик- 
сированной точки этого пространства. В различные моменты вре- 
мени в точке х находятся различные физические частицы среды — 
вещество «протекает» в этом пространстве. Вместо того чтобы по 
методу Лагранжа следить за параметрами движения фиксирован- 
ной физической частицы, будем следить за тем, с какими парамет- 
рами различные физические частицы в разные моменты времени 
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проходят через точку х пространства. Таким образом, можно по- 
строить поле интересующих нас параметров в неподвижном про- 
странстве х. Это пространство с построенным в нем полем пара- 
метров движения, в первую очередь — с полем вектора CKOPOCTH V 
физических частиц, называется эйлеровым. Каждая физическая 
частица X=const со временем «прочерчивает» в нем свою траек- 
торию, причем уравнение этой траектории будет иметь вид (3.22). 

Частица, находящаяся в момент Ё в точке х, имеет скорость 
v(x, #), и потому ее координата в момент #+4{ будет x+vdt, так 
как ее бесконечно малый вектор перемещения за время dt будет 
vdt Таким образом, в каждый момент времени ¢ для исследования 
движения всей среды за малый интервал dt можно принять метод 
Лагранжа, если х считать начальной координатой частицы (в мо- 
мент f), a u’(x, #) =У4Ё применять в качестве вектора перемеще- 
ния этой частицы. Отсюда происходит совпадение теории малых 
перемещений и деформаций по методу Лагранжа и теории беско- 
нечно малых деформаций, т. е. скоростей деформаций в эйлеровом 
пространстве. 

Движение среды в эйлеровом пространстве может оказаться 
стационарным, т. е. поле параметров движения (скорость, плот- 
ность и др.) не зависящим от времени. Таковы случаи установив- 
шегося обтекания тел газом, жидкостью, твердой средой. При этом 
все частицы, проходящие через точку х, описывают одну и ту же 
неизменную траекторию, называемую линией тока, и потому поток 
вещества образует поле «застывших» в эйлеровом пространстве 
линий тока. 

Оба метода изучения движения сплошной среды являются впол- 
не строгими и адекватными. Если, следуя методу Лагранжа, мы 
нашли вектор перемещения физических частиц и(х, #), а значит, 
и x(x, t)=x-+u(x, #), то поле вектора скорости в эйлеровом про- 
странстве у(х, #) найдем по формулам (3.23) — (3.25). Пользуясь 
обратной функцией вида (3.23), найдем поле и других параметров 
движения как функции OT Xx H фт. е. построим их в эйлеровом про- 
странстве. 

Если же, напротив, нам известно движение среды в эйлеровом 
пространстве, в частности известно поле вектора v(x, ft), то мож- 
HO, хотя и не так просто, найти вектор перемещения физической 
частицы как функцию времени и ее начальной координаты х. 

ля этого заметим, что в эйлеровом пространстве вдоль неизвест- 
ной нам траектории движения какой-нибудь частицы, т. е. на ли- 
HHH 
x=<x(t), x=const, 


за время dt координата частицы изменяется на величину dx, рав- 
ную бесконечно малому перемещению У, и потому получаем 
(3.2). Так как вектор® (x, ¢) предполагается известным, то (3.2) 
представляет собой одно обыкновенное дифференциальное уравне- 


3 АА Ильюшин 


66 Глава II, Кинематика и внутренние напряжения 
д 
ние относительно вектора х, иначе говоря, три скалярных уравне- 
НИЯ 


Bao (xt, 9, 2,0 (1,2, 3). (3.27) 


Эти уравнения имеют три интеграла, зависящие OT трех произ- 
вольных постоянных: 


x'=fi(Ct, Са, C8, 2) (=1,2, 3). 
Удовлетворяя начальным условиям 
Е xix’, (3.28) 


найдем выражения постоянных С’ через х', х?, х3, т. е, придем к 
решению в виде (3.22). А это значит, что мы найдем движение 
среды в лагранжевых координатах. Возникающие при этом труд- 
ности связаны с интегрированием системы (3 27). 

Если в эйлеровом пространстве дано поле вектора скорости 
v(x, t), то в каждый момент времени tf можно построить линии 
тока. Линия тока в момент Ё есть «траектория вектора скорости» 
v(x, #), проходящая через какую-нибудь точку х. Пусть x= 
=x(A) — уравнение линии тока в параметрическом виде (A — 


ах 
параметр). По определению вектор ах=- d\ на линии тока 
коллинеарен вектору V(x, {), т. е. уравнение линии тока имеет вид 


се. (3.29) 


И 
причем vi==vi(x!, х2, x3, 4), где ¢ постоянно. Сравнивая (3.27) и 
(3.29), видим, что линии тока совпадают с траекториями частиц 
только в том случае, если движение является установившимся 
(т. е. вектор скорости У в эйлеровом пространстве не зависит 
отй. 
Если определено поле скалярной или векторной величины F 
в эйлеровом пространстве, т. е. F=F (x, #), то частная производ- 
ная OF (x, t)/Ot даст скорость изменения Y в фиксированной гео- 
метрической точке пространства х. Скорость же изменения 9 
для физической частицы, в момент # находящейся в точке xX, 
определяется субстанциональной (полной) производной по вре- 
мени: 
dF _ 0% (x, t) 4 OF (x,t) ах 


dt ot ax at 
где dx/dt определяется из (3 2), т. е. 
BF AF (x1) | OF (et) OF ay OF 
dt at У 9 дх at r дя ey) 
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В случае установившегося движения имеем GF /dt=vidF |0. 
Второе слагаемое в (3.30) называют конвективной производной. 

Если ¥ (x, t) — скаляр или вектор, определенный для части- 
цы X=const, и если на основании (3.23) мы выразим Я как функ- 
цию (x, И, то для одной и той же частицы производная (3.30) 
будет равна частной производной Я =F 01. Но если Я — тензор, 
например, напряжений, то (3.30) будет отличаться от F вследст- 
вие деформации и вращения частицы. Вопрос представления опе- 
раторов над ¥ (x, t) по Ё в эйлеровом пространстве будет рассмат- 
риваться позже. 
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Деформацию сплошной среды будем считать известной (по оп- 
ределению), если для любой фиксированной ее точки с начальной 
координатой X=const (называемой физической или материальной 
точкой) в любой момент времени {#>& известна деформация всех 
бесконечно малых физических элементов, взятых в окрестности 
этой точки. Такими элементами могут быть бесконечно малые от- 
резки линий (волокна), площадки поверхностей, объемы с различ- 
ными формами ограничивающих поверхностей, состоящие из од- 
них и тех же материальных точек при любом ft. Из геометрических 
соображений ясно, что деформация окрестности точки х будет 
вполне определена, если известна деформация любого бесконечно 
малого вектора — волокна 4х==, взятого в точке х. 

В некоторой неподвижной точке О евклидова пространства на- 
блюдателя нами выбран неподвижный ортонормированный репер 
e; (i=1, 2, 3), в котором при {=& радиус-вектор х=хе; с его де- 
картовыми координатами x'=const регистрирует физическую точ- 
ку. Радиус-вектор x=xie;=const с декартовыми координатами xi 
определяет неподвижную точку пространства наблюдателя (эйле- 
рова пространства), через которую с течением времени # прохо- 
AAT различные физические точки. Квадрат длины фиксированного 
физического волокна dx=§ при {=® равен 


0 0 3 
(dx)? =e,e;dx‘dx! = g,,dx‘dx! = в = > (4х) (4.1) 
1 


0 
и, следовательно, начальный метрический тензор &и=ее; лагран- 
жевой системы координат xX! равен тензору 5.; Кронекера 


0 
y= Si (4.2) 
3* 
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Квадрат длины любого малого элемента dx пространства наблю- 
дателя имеет такое же выражение: 


3 
к вина (ах, (4.3) 
1 


Но для каждого t можно найти среди точек х и векторов-отрез- 
ков dX в них такие, что в точке х будет находиться интересующая 
нас фиксированная физическая точка X, а dx=p будет представ- 
лять деформированный в момент # вектор-отрезок &=4х. Для это- 
го необходимо использовать соответствие между текущими и на- 
чальными координатами одних и тех же физических точек, кото- 
рое устанавливает закон движения сплошной среды (322) для 
различных моментов времени 2. 

Формально закон движения среды в евклидовом пространст- 
ве (3.22), (3.23) представляет взаимно однозначное непрерывно 
дифференцируемое преобразование множества точек, заключенно- 
го в объеме У, и ограниченного поверхностью Хо (Vo — начальный 
объем, У, —граница среды) во множество точек xX, заключенное 
в объеме У с границей 2; время # является параметром преобра- 
зования. При этом окрестность каждой точки х аффинно преобра- 
зуется в окрестность соответствующей точки х. Теория деформа- 
ций, следовательно, опирается на дифференциальную геометрию, 
соответствующую преобразованиям координат (3.22), (3.23). 

В точке x в момент Ё можно построить репер е; (путем парал- 
лельного переноса из начала О системы координат) и в нем изоб- 
разить векторы = ег, р=р!е;. 

Согласно закону движения физическая точка Х в момент # на- 
ходится в точке пространства х==х(х, #), соседняя физическая точ- 
ка х’=х-+, dx=§ находится в точке х’==х (х-+ Е, #), и потому век- 
тор-волокно 4х= преобразуется в вектор-волокно p=x'’—x, 


жк дд, (4.4) 


причем бесконечно малые высшего порядка О (=?) отброшены. Как 
видим, в выражение (4.4) входят три вектора дх/дх? и оператор 
дх/дх, называемый аффинором преобразования окрестностн физи- 
ческой точки X=const, 


OP Oy Am OR = OX 
9= 2a (=1,2,3), Ах. (4.5) 


Тогда преобразование (4.4) волокна & в волокно р через их декар- 
товы координаты Е! р' представится линейными соотношениями 
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pt Ai Aj At} fe 
P= ||, == ab 2 |. Le |. (4.6) 
6? As AB AB] [в 


Здесь использованы также матричные представления векторов р, 
$ в виде матриц-столбцов и указана квадратная матрица аффино- 
ра А. Из (4.6): 


p= А > (1,12, 3). (4.7) 


В соответствии с законом движения (3.22), (3.23) A имеет обрат- 
ную матрицу: 


В a OY) AB—BARI. (4.8') 
9х 9х 


Транспонирование матрицы отмечаем верхним индексом Ту соот- 
ветствующего вектора или аффинора. Например, § есть вектор &, 
представляемый матрицей-строкой, АТ есть аффинор, представ- 
ленный транспонированной матрицей аффннора A. 

Поскольку & — любое волокно в точке х, причем A не зави- 
сит от &, то (4.6) представляет аффинное преобразование окрест- 
ности точки х в ее окрестность в момент времени 1. Соотношения 
(4.8’) дают 


ВТА ВЕ Aj=8} = бы (№, j=1, 2, 3). (4.8) 
Непосредственно из закона движения (3.23) находим 

г = we ye OX oe 9 

§=x(x-+0, t)—x (x, t) an PP? (4.9) 


откуда следует 
Ву, B= Ut, j, =I, 2,3). (4.10) 


Как видим, аффиноры Аи В определяются соответственно 
тройкой векторов э;=0х/дх: и тройкой векторов в:=0дх/дх:. Как 
следует из (4.6), (4.9), транспонированные матрицы АТ, ВТ име- 
ют вид 


А} Ap As Bi В; Bs 
WAI 142 ЗАЗ, ИВТ = | В? B? В?|. (4.11) 
Al AB 43 Bi BS B3 
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Произведение определителей A=|AT| и В=|ВТ| этих матриц, 
как и матриц A, В, равно единице на основании (4.8): 


AB=|Aj| |Bi|=|A) Bi|=1. (4.12) 


Из (4.6), (4.7) следуют все свойства аффинных преобразова- 
ний окрестности точки х, в частности: 

1. Частицы, при #=Ь лежащие на прямой, остаются на прямой 
и после деформации. Например, прямолинейное волокно ($): = 
= е, параллельное оси xX), перейдет в прямолинейное волокно 


(р), = Дне, = Де, = (Ale, + Ме, + Ле) =, (4.13) 


так как Ав, =, постоянный (при данном # не зависящий OT &) 
вектор. 

2. Плоскость переходит в плоскость. Например, плоскость Е! = 
=с01${=С: переходит в плоскость, согласно (4.10) имеющую 
уравнение 


Bip'=C,, (4.13") 


а параллельная §'=C; плоскость !=С/’— в плоскость Bip'=Cj, 
параллельную указанной. 

3. Так как параллельность линий и плоскостей сохраняется, то 
прямоугольные параллелепипеды переходят в косоугольные па- 
раллелепипеды (при любом Ё> 5). 

4. Множество частиц, расположенных при t=ty на сфере ЕЁ? = 
= (2, переходит в множество тех же частиц, расположенных на 
поверхности эллипсоида, определяемого уравнением 


3 
У, вв! = С°. (4.13”) 


a=1 


Обратное преобразование &=Вр отвечает на вопрос, каковы 
начальные физические элементы среды (при Ё=&), соответствую- 
щие элементам, произвольно выбранным в момент Ё в точке х 
пространства наблюдателя. Так, векторы 


(р), =а, 4х1, (6),==9, 4х*, (р)з= а. 4х3 


в точке х в момент # представляют соответственно Te волокна, ко- 
торые в точке х при t=ty были координатными, т. е. 


(5), =е, dx", $), =е, dx”, ($); = es ах. 


Действительно, если, например, вектор-волокно (), =е, имеет 


координаты #>0, #==—0, то соответствующее ему по закону 
(4.4) будет 


(р). = а = (Ale, + Де, + Ле, 
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причем длина ero |(p),|—=8 V9.9, =F|9,|, 7. е. скаляр £11 =919; 
является коэффициентом изменения длины Ё! (метрическим коэф- 
фициентом). 

Перечисленные и другие простые следствия непрерывной диф- 
ференцируемости закона движения х=ф(х, #) при внимательном 
их анализе оказываются очень полными и содержательными для 
исследования физических свойств, термодинамики и уравнений 
состояния тела. Выбранная в начальный момент {=& в лагранже- 
вых координатах частица, скажем, в виде кубика фиксированных 
малых размеров, движется и деформируется так: «стенки» кубика 
остаются плоскими «непроницаемыми» для внутренних частиц, от 
носительное движение которых однородно (аффинно) и полностью 
определяется удлинениями ребер и изменениями относительных 
углов наклона граней косоугольного параллелепипеда, в форме 
которого кубик пребывает в любой момент {¢>fo. Следовательно, 
содержимое частицы представляет как бы замкнутую равновес- 
ную систему в смысле статистической механики (гл. Г). Состоя- 
ние такой системы зависит от внешних параметров и температу- 
ры, т. е. от положения и движения границ частицы, т. е. от эв0- 
люции во времени векторов лагранжева репера 9;(t) (1=1, 2, 3) 
или эволюции аффинора A(t). Но ясно, что э:(1) и A(t), кроме 
собственно деформации частицы (параллелепипеда), включают и 
переносное движение, что собственно деформация определяется 
метрическим тензором лагранжева репера H(t) (i=1, 2, 3) с сим- 
метричной квадратной матрицей 


G=A A= gill, &и=819). 


Квадрат длины любого волокна, которое при t=fo определяет- 
ся вектором &, согласно (4.4), (4.6) равен 


(dx) = dx! dx! =g,; dx! dxi, (4.14) 
или, иначе, 
= pp = 8A" AES Ви. 
Скалярные произведения векторов 9,9; (i, j, т=1, 2, 3) и симмет- 
ричная матрица АТА 
Gn=8y=99;=ATA, 9= АТ А-= | пи |= тех (х, t) (4.15) 


образуют так называемый ковариантный. метрический тензор 9, 
так как он в момент # определяет изменение длины любого волок- 
на $, взятого при {= в точке х; этот тензор симметричен. В силу 
начальных условий, которым удовлетворяет закон движения: 
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х=х(х, t), ВЫ, Х=х, 


(4.16) 
хх! (x, ха, хз, |), =, xf==x!, 
метрический тензор gi; при {= равен 
ox 0: ‚ 
(еды, = 29, =— ве, =6;). (4.16') 


Заметим, что совокупность величин gi; (i, j=1, 2, 3) действитель- 
но представляет тензор второго ранга, так как в соотнощении 
(4.14) слева — скаляр, справа же — квадратичная форма по Ё*, 
причем § — вектор *. 

Разность p?—§? однозначно определяет изменение длины во- 
локна Ё в момент & причем согласно (4.1), (4.14) она равна 


р — B= (g;;—g9) Е = (и — бы) Е, (4.17) 
и, следовательно, совокупность величин 
ви ви = (ви— бы) (4.18) 


представляет тензор 6, называемый тензором деформации Ко- 
ши—Лагранжа. Он симметричен, равен нулю (т. е. все его компо- 
ненты равны нулю) при #=1: 


8=— (9—1), ве. (4.18") 


Обратим внимание Ha то, что квадратичные формы (4.1), 
(4.14) и вытекающая из (4.17) форма 


рев 2е dx! da! (4.19) 


записаны в лагранжевых координатах и потому компоненты мет- 
рических тензоров gy, gy и тензора деформации г; представ- 


ляют тензоры Я и 6 в этих же координатах. 

В точке хв момент # векторы э; (i=1, 2, 3) образуют косо- 
угольный ›базис, или репер, в который преобразуется репер ej. 
Если с базисом э; связать декартову систему координат, то она 
будет косоугольной Три вектора э:=дх/дх: в точке x(x, ¢) будем 
называть лагранжевым ковариантным (индекс i внизу) базисом. 

Для определения деформаций физических объемов и площадок 
удобными являются векторы контравариантного базиса э* и кон- 


* Коэффициенты ннвариантной относительно преобразования системы ко- 
ординат квадратичной формы по компонентам вектора образуют симметричный 
тензор (по одному из определений тензора) 
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травариантные компоненты метрического тензора gi), однозначно 
связанные с э; и &:; соотношениями 


agu=ay, gign=& (i, |, =, 2, 3), (4.20) 
из которых следуют 
э"э=8$, a*= 9,g"!, И э'э! = ВиВь. (4.20') 


Следовательно, э!, & находятся по известным формулам через 
основной определитель g= |G | 


Ви 812 В1з . 
&=|8и|=| в San Gag | Эбле 16 зл (4.21) 
бал 832 Взз 
и его миноры; обратный определитель &—!= || =1/&, что нахо- 
дится из равенства 
даа [gue 118 =1. 
Контравариантный вектор э° равен 
1 
Ve 


где числа (a, В, y) образуют четную (круговую) подстановку ин- 
Oexcoe (1, 2, 3); компоненты gi) имеют выражения через Bij, вы- 
текающие из (4.20), (4.21), а также непосредственно из векторно- 
го тождества (aXb) (cXd) = (ас) (64) — (Вс) (ad), определения 
gii=aiai и (4.22): 


GE" = раб В» GE = Sy y8py— Saphir» 


atm 


Эх» (4.22) 


(4.23) 
; og ' ding 
tia “SF Ma -В 


Начальная координатная физическая площадка-прямоугольник, 


образованный координатными волокнами (== e, и (= Вен, 
представляется вектором 


oy oy oy oy 
dX'= (6), X (8)p= dd eg Xeg==dd'e,, 4% —dx% dxf. (4.24) 
0 
К моменту Ё площадка 4%” преобразуется в площадку dd! па- 


раллелограмма, образованного векторами (0), = 9» (р)в= Эр» 
представляемую вектором 


* Элемент эй» равен единице для четной подстановки (1, 2, 3), минус еди- 
нице для нечетной и нулю для двух или трех равных индексов. 
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0 
dX” = (0), X (P)p=d2"9, X 9p 


или на основании (4.22) — вектором 


с gD: 
d&” = dd" (у), =И g dd'3”, (4.25) 
где вектор единичной нормали к этой площадке (у): равен 
Е 1 
= 2 = д*. 4.26 
(У), 187 Ver ( ) 


0 
Следовательно, величина площадки 4Х” в результате деформа- 
ции станет равной 


Е. 0. 
45'—У ве" dd", (y=1, 2, 3). (4.27) 


Зная закон изменения координатных площадок, найдем его и 


0 
“ Vv 
для произвольной начальной наклонной (косой) площадки dz, 
проведенной при #=® в точке х и имеющей заданную единичную 
0 


нормаль у. Для этого рассмотрим координатный тетраэдр, постро- 
енный на векторах (§)1, (&)o, ($)з так, что площади его треуголь- 
ных координатных граней представляются векторами 


gs, Lge, 1 abs 
2 aa) ИЕ? , 


а наклонной грани — вектором 


0 00 
+ a= d3v. (4 28) 


Поскольку поверхность фигуры замкнута, то суммарная вектор- 
площадь поверхности равна нулю: 


Oy ь 0 
da’ + У а>°=0, 
aa) 


если все вектор-нормали этих площадок внешние (или все внут- 


0 
ренние). Ho для площадок ax” нормали отрицательны (—е1, 
—e€:, —ез), и потому на основании (4.28), (4.24) получаем 


0 #8 о 
de =а = У ade, a =Y Yay. 4.29) 
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Отсюда, умножая Ha es, находим связь между размерами началь- 
ных площадок: 


ов 0,0 o 0 
dX =аХ vy, ve=veg (8=1, 2, 3). (4.30) 
В результате деформации векторы (§); превратятся в (p);, 
площадки 4%“—в 4Х” площадка АХ”—в 4—4, где v— 
единичная нормаль; тетраэдр преобразуется в косоугольный тет- 


раэдр, для которого из соображений замкнутости его поверхности 
на основании (4.25), (4.29) получим 


3 3 
dd” = 4х“ У. 42° УЕ У dds’, 
@=1 a=1 


(4.31) 
оо 
45° = У ге : 
Это векторное уравнение определяет и единичную нормаль v= 
=d"/dd", и размер косой площадки dd’, в которую преобразует- 
0 


ся площадка 4х’. Умножая (4.31) на 93, и используя (4.20’) и 
(4.27), найдем выражение величины деформированной площадки 
4%! через dd": 


в би, ов аще. 
d=? = Изв ах" = gi ах”.уь, 
(4.32) 
Vp=VIp, У=У,9' == 91. 
Здесь у, — ковариантная компонента вектора единичной норма- 
ли У. 
Объем начального прямоугольного координатного параллеле- 
пипеда, построенного на векторах (€)1, (&)2, (Е)з, равен 


AV = (вх (B)y Е ЕРЕТеев хе, BEEP dx! dx? хз. (4.33) 
Объем этого же параллелепипеда, после деформации (т. е. в мо- 


мент #) ставшего косоугольным, образуется векторами  ().=э.8“ 
и, следовательно, равен 


LV = (ра (P)p X (©),=4У. Э.9вхэ,, 
или на основании (4.20’), (4.22) 
ау=аУ, Ув. (4.34) 


По свойству аффинного преобразования это равенство верно не 
только для деформации координатного параллелепипеда, но и для 
любого малого объема, состоящего на всем интервале времени 
t=to из одних и тех же физических частиц. 
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Масса частиц в объеме, изменяющемся со временем по закону 
(4.34), при фиксированных лагранжевых координатах х остается 
неизменной, и потому закон сохранения массы 


dm=pdV=podVo, 


TLE ро, р — плотности частицы х в моменты fo и ft, в лагранжевых 
координатах принимает вид 


РУЕ=в. (4.35) 


Геометрический и физический смысл компонент метрического 


тензора 9 и тензора деформации 6 выясняется из соотношений 
(4.14), (4.18) и (4.19). Относительным удлинением е; и крат- 
ностью любого начального волокна & называются величины 


Ш le 4.36 
— To ИТ № ео 


0 
Обозначим направляющие косинусы вектор-волокна & через и 
перепишем (4.19) в виде 


0 00 00 
и, ви (¢=1, 2, 3), (4.37) 


учитывая, что 
3 
i= 


00 0, 
ив У "=1. 
1 


Пусть волокно совпадает с координатным (&),=Е“е», так 


; 00 
что = 1, (= -=0; обозначим его удлинение е.,, кратность Aq и 
найдем из (4.37) 


0/5 =1 + 28а = @оа» 
после чего из (4.36) 
=У Bou е=УТ- 9, „—1==А,—1 (a=, 2, 3). (4.38) 


Следовательно, диагональные элементы матриц тензоров 9, 6 од- 
нозначно определяют относительные удлинения координатных во- 
локон (*). и кратности изменения их длин: 


(ре (Еда ТОВ 
Cg se) oS = 1 3 4.39 
ы а el "% и 
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Рассмотрим теперь два вектор-волокна и › с направляющи- 
ми косинусами 


+ A i 
eS ae М 


Sp BY 9.8. 4.40 
al’ Bal oe 
0 
Косинус угла 012 между ними равен 
3 

0 0,0. 

ВЕ ВА 
cos 6, = — 51 — = "ДД, 4.41 
TELL Bal oe о 


Эти вектор-волокна после деформации согласно (4.6) преобра- 
зуются в вектор-волокна 


р, = ЖЕ, = Ag, 
< компонентами 
pi=Altl, р2= А 
и направляющими косинусами 
i i 
fea | ee es 
Гры рый 


Но из (4.36) |61|, |62| выражаются через относительные удлине- 
ния этих волокон е1, е› формулами 


16. =(1-Не) 1, [68| ==(1-Не,) ||, 
и потому с учетом (4.37) получим 
,0 
hen А a А 
1011 +4)’ 


(4.42) 


Причем [51 получается заменой индекса | на 2. Косинус угла O12 
между деформированными волокнами 9), р2 будет равен 


3 3 i 2m, 
2 =уии- у Алый В 
пы de) 09" 


(m,n,i)= 


или, на основании соотношений (4.15), (4.18) и (4.41), 


оо 0 0,0, 
т cos OQ + 2ети "9 


cos 6,,=—= 
(1+) (+ (1+ a) (Fe) 


(4.43) 
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Выберем теперь в качестве начальных волокон , & коорди- 
0 


натные ($). =Е%е, и ($), =Ее;; для них соз0.,=0 и отличны от 
нуля только Jg*=1 и 4*=1; из (4.43) получаем 


2eo8 т 22a 
(Fe) (1-е) W ganepp ee) 


Итак, компоненты тензора деформации гв CO смешанными индек- 
сами пропорциональны косинусам углов между волокнами (о), 
(р), которые до деформации были ортогональными координат- 
ными. 

В теории деформаций представляют интерес еще углы поворо- 
та различных волокон. Единичный вектор p/|p| равен 


cos дав = 


0 
Aull 
af jie = р = e 
ipl te Ter eg) eg 
0 
где Г направляющие косинусы волокна — до деформации (&= 
= |§|/e;). Следовательно, направляющие  косинусы этого волок- 
на после деформации равны 
0 
i 
__ Ail! 
1+ 2 


р (4.45) 
0 

B частности, для координатного волокна (§)a=§%e, имеем /Z%=—=1, 

8 =0 ипотому 


ДА, (4.46) 


Деформация среды называется малой порядка 6<1, если для 
любых i, j в любой точке x в момент ¢ 


[вы <8 
и величиной 6? можно пренебречь сравнительно с 6. В таком слу- 
чае из (4.38), (4.44) находим - 


.  { & х 
Egg =lg» 2ap—=COS бив== п > —вы) = 7 ба. 


Таким образом, при малых деформациях компонента fq равна 
относительному удлинению координатного волокна (§)a, а удво- 
енная компонента 2е» равна уменьшению прямого угла между 


(5) и (=) в. 
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Теперь все элементы деформации окрестности любой началь- 
ной физической точки х в момент { выражены через аффинор A и 
метрический тензор Y или тензор деформации 6. В дальнейшем 
необходимо учитывать выражения тензоров A, 9, 6 либо через те- 
кущий радиус-вектор х(х, #), либо через вектор перемещения 
u(x, {) =х—х, все эти функции при движении среды являются ис- 
комыми, и для них будут составляться разрешающие уравнения. 

Выражения компонент тензора деформации через радиус-век- 
тор x(x, #) и вектор перемещения u(x, t). 

Векторы хи и=х—х в этом параграфе мы рассматриваем 
только в декартовых ортогональных координатах (в неподвижном 
репере e,). По индексам (i, j, k, т, п=1, 2, 3), повторяющимся 
как сверху, так и снизу, сохраняем правило суммирования и по- 
прежнему обозначаем греческими буквами (а, В, y=1, 2, 3) ин- 
дексы, по которым суммирование не производится. 

Компоненты аффинора А согласно (4.9) имеют выражения 


AP bf pO (4.47) 
дх! 
Компоненты метрического тензора $ согласно (4.15) 
Bip = AP AP = + 22; (4.48) 
и, следовательно, компоненты тензора деформаций 
o m т 
види ви + 9 (4.49) 


Oxi Oxt Oxi xi * 


Тензоры 9, 6 представляются матрицами |lgijll, |=, причем 
им соответствуют симметричные квадратичные формы (4.14), 
(4.19), а значит, и центральные поверхности второго порядка 


20,=g;;X‘X! =const, 20,=e;;X'X/=const, (4.50) 


где X(X‘) — вектор произвольного масштаба, отложенный вдоль 
волокна & в точке х. Поскольку gaa=(9a)?, то поверхность 2Ф, = 
=const — эллипсоид; поверхность 2Ф,=сопз{ — центральная, и, 
значит, это эллипсоид или однополостный и двухполостный гипер- 
болоид. Главные оси этих поверхностей совпадают; они называ- 
ются главными осями деформации; главные значения тензоров 9 
и 6 отличаются на константу. Действительно, главное направле- 
ние определяется вектором X, коллинеарным градиенту к поверх- 
ности. Для 20,=const имеем 


og, 
grad @, = cs е = gyX/e:=6,X = g,51/X/e,, (4.51) 
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откуда для компонент вектора Х и коэффициента gx, являющегося 
главным значением, получаем однородную систему уравнений 


(gu—g,5)X'=0 @=1, 2, 3). (4.52) 
Для поверхности 2M,=const аналогично получаем 


grad D, = e,;X/e,=e,X == 2,6 Х/е,, 


(4.51’) 
(е/— 2,611) Х/=0, 
или на основании (4.18) 
(gis— (2в„- 1) 6;;) Х!=0. (4.52’) 
Определители систем (4.52), (4.52’) равны нулю: 
1ви— 8x51 | =0, | gy— (2e, + 1) 6и| =0, (4.53) 


откуда находятся одинаковые значения параметров gx и 2ex+1 
G,= 2, +1. (4.54) 


Значит, уравнения (4.52), (4.52’) совпадают и определяют одни и 
те же главные векторы Х. Развертывая определитель | g1j—x6;;] 
по степеням &», из (4.53) получим вековое уравнение: 


— Bh t Га? — Гав к + 9—0. (4.55) 


Оно имеет три действительных корня &1, &2, 3, причем инвариан- 
ты ортогонального преобразования лагранжевой системы коорди- 
нат (Xz) 


Гав == Е + бл + Ваз: t at Ss» (4.56) 
ПА — Bink nb") = (les — 88) = Bab + Balt вый, 


T= | в = 8:828s=8- 


Три главных вектора Хи, Xo, Хз с единичными векторами ешь (1=1, 
2, 3), определяемыми тремя системами уравнений (4.52) при gx= 
=81, x=f2, &х=8з, взаимно ортогональны, и потому путем пре- 
образования поворота системы координат квадратичные формы 
можно преобразовать к главным осям тензоров Я, 6. Обозначая 
через Ёш (1=1, 2, 3) координаты волокна §(§') в главном орто- 
нормированном репере ех, получим канонические представления 
форм (4.14), (4.19): 


$ 4. Деформация окрестности точки сплошной среды 8Е 


3 
ан, а, 


(4.57) 
в — Ре =2 х eitio. 
Величины gi, г, связанные на (4.54) 
= (ei) @=1, 2, 3), (4.58) 


называются главными компонентами тензоров Y и 6, и они для 
точки xX=const в момент f=const не зависят от выбора системы 
координат, т. е. инвариантны относительно преобразований бази- 
ca е:. Из (4.54), (4.56) следует, что 


Таже = by ва + &gg=2y + а, Не, 
la=— (Fei — 0481) = влез + eng + ве, (4.59) 


Tes= | 84; | = 2,828 


также являются инвариантами ортогональных преобразований ба- 
зиса e;. В любой фиксированный момент ¢ B точке x=const во 
всех системах координат инварианты имеют одинаковые числовые 
значения *, 

Итак, в любой точке х тела в любой заданный момент времени 
t=t, существует главный физический репер-тройка ортогональных 
физических волокон, который в другой заданный («начальный») 
момент времени {=& состоял из тех же ортогональных волокон. 
Этому факту соответствует полярное представление аффинора де- 
формации А через тензор чистой деформации E и ортогональный 
тензор О; 


E=V%, 0т0=1 (4.60’) 
A=OE, AT=EOT. (4.60) 


Существование преобразования (460), ортогональность одного и 
того же физического репера в два фиксированных момента време- 
ни |, ® нередко ошибочно трактуются как существование непре- 
рывного процесса вращения физического ортогонального репера 
во времени. Физические волокна, образующие ортогональный ре- 
пер в моменты fo и 1, не ортогональны на интервале fyh<t<ty. 
Скорости вращения главных осей деформаций относительно этих 


в виде 


* Явные выражения главных компонент симметричного тензора через его 
инварианты даны в $ 6 
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осей не совпадают со скоростями вращения физических волокон, 
направленных по этим осям. 

Исключение из отмеченного правила непосредственно вытекает 
из (4.52), (4.55). Главные векторы Х и главные оси деформаций 
не будут вращаться относительно вещества, т. е. физический глав- 
ный репер будет совпадать с репером главных осей деформации 
в любой момент времени при условии 


G (x, t) =k? (t)¥ (x), (461) 


причем gx(x, t)=A2(t)gx/(x) и аффинор A(x, 0 =#(00(х, t) x 
x7¥’ (x). Условие (4.61) обеспечивает совпадение с направления- 
ми главных физических волокон не только главных осей дефор- 
маций, но и главных осей любого линейного (см. $ 9) оператора 
по времени над тензором деформации. 


$ 5. КОНЕЧНЫЕ, МАЛЫЕ И БЕСКОНЕЧНО МАЛЫЕ ДЕФОРМАЦИИ 


Уравнения совместности деформаций. Шесть компонент тензо- 
ра деформаций e;; или метрического тензора &:;=61;+2е:; в ок- 
рестности любой фиксированной физической точки х среды могут 
как угодно независимо изменяться с течением времени, т. е. зада- 
ние шести произвольных функций времени аз;(х, #) возможно, и 
деформация окрестности точки при этом будет аффинной. Но если 
бы мы задали для всех точек среды хотя бы в какой-нибудь мо- 
мент времени 7? компоненты :; или &:; как произвольные непре- 
рывно дифференцируемые функции координат, т. е. произвольно 
задали бы поле тензора деформации, то деформации оказались 
бы несовместными, перемещение — неоднозначным, т. е. между 
соседними частями образовались бы щели или различные физи- 
ческие объемы заняли бы одну и ту же область пространства. Та- 
кая возможность исключена благодаря свойству закона движения 
х=х(х, t)=x-+u(x, {), а именно непрерывной взаимно однознач- 
ной зависимости между х и х для любого #Ё и существованию про- 
изводных. Компоненты тензора ej (или Qij) получаются путем 
дифференцирования вектора x(x, ¢), т. е. шесть скалярных функ- 
ций 2:; выражены через три и;. Значит, между в; должны суще- 
ствовать соотношения, полная система которых представляет 
уравнения совместности деформаций. По существу они должны 
быть следствием независимости порядка дифференцирования век- 
тора х типа 3;;=э;:*, так как &:;=э;э;, а векторы 9; выражаются 
через один вектор: э;=х.. 


* Для краткости дифференцирование любой функции \(х, #) по x! обозна- 
чаем 1p,1=Orp/dx!, 
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Производные векторов репера э; по координатам могут быть 
также разложены по векторам базиса 9; или э': 


da, 
aH = 91,;=TY.9,=T i 23", (5.1) 


где вследствие симметрии 9;,;=9;1:=/Х и; 


ГГ = ГииЕМ, 
(5.2) 


Tya=Ta=Tiy Saas 


Г — символы Кристоффеля 1-го и 2-го рода; они симметричны по 
первым двум нижним индексам и определяются по заданному 
метрическому тензору 2; (х, #). В самом деле, дифференцируя no 
xt равенство &1;=8:.э;, имеем на основании (5.1), (4.20’) 


Gy n= Ги. Га. (5.3) 
Аналогично 
= Ги + Pays 
Яра==ТГна- Гы. 
откуда 
1 
Гук (би + Gin, 2 — 81,4) = Pte + ва — вил, (5.4) 


Гаук и Ty, не являются тензорами, что следует из (5.1). 

Математически уравнения совместности деформаций получа- 
ются как условия интегрируемости системы дифференциальных 
уравнений (5.1) относительно 9, если заданы функции Ги (x). 
Дифференцируя (5.1) по х!, имеем 


2 ory; 
=a = (= + rir’) Эт. (5.5) 


Обозначим равную нулю при 3;= Xj, разность 9;,j1—9;,1; следую- 
щим образом: 
OO: 29. 
Oxi dx! x! xi 


= RiiIn- (5.6) 


Из (5.5) видно, что 


` 


т ry А т 
Юи== (51 VT ai ie р 
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где значок [jl] означает альтернирование выражения, взятого в 
<кобках, по индексам |, [, т. е. 


ar” ь„ ОГИ 
В ГИГ — эх rule. (5.7) 
‚С помощью формул (5.3), (5.7) введем 
or ;; 
Run Rem (THT) (5.8) 


Отсюда очевидно, что справедливы формулы 


Кик = — № ль= — Кин== Юли» 
(5.8’) 
Ryn, = 0 при j=l. 


Поэтому можно доказать, что среди всех величин Юз» имеется 
только шесть независимых. Для этого следует обратить внимание 
на порядок расположения четырех индексов выражения К; и 
учесть, что оно согласно (5.8) равно альтернации по первым двум 
индексам выражения, стоящего в скобках (5.8). Поэтому тожде- 
ственно не равны нулю согласно (5.8’) только компоненты Атпра, 
в которых ни два первых (т, п), ни два последних (р, 9) не рав- 
ны между собой. Но среди четырех индексов, принимающих каж- 
дый значения (1, 2, 3), два равны между собой. Следовательно, 
только следующие две группы последовательно расположенных 
индексов аВВа и аВВу, где appa, принимают значения (1, 2, 
3) и могут дать независимые и нетождественно равные нулю вы- 
ражения (5.8). Первая группа дает комбинации 1221: 2332, 3113, 
1331, 3223, 2112, причем либо три первых, либо три последних 
приводят к независимым компонентам, например Rio, Юоззо, 
Rais; вторая группа apy из шести возможных числовых комби- 
наций 1223, 2331, 3112, 1332, 3221, 2113 дает либо первые, либо 
oo три независимые компоненты, например Rio, Rosai, 
3112. 

Условия совместности деформаций, являющиеся тождествами, 
если метрический тензор Я или тензор деформации 6 выражены 
через вектор x(x, #) или вектор u(x, #), имеют вид 


ar ar 
Кора ое —T al apm— Ee + ГВЫГалин =0, 


(6.9) 


Г BBL ary =0, 


or. or, 
Roppy= ope —Tosl Bym— a 


x8 Ox 


a“p-Ay-Aa, и принимают значения 1, 2, 3. 
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Деформацию сплошной среды в эйлеровом пространстве х за 
бесконечно малое время dt в любой фиксированный момент #=& 
можно рассматривать с точки зрения Лагранжа, если поле векто- 
ра скорости v(x, #) задано и если в момент времени ?’=()+ dt 
определить перемещение 


и’ (x, Ё)==у(х, t') dt (5.10) 
и координаты частиц 
х'=х-и (x, Ё). (5.11) 


В пределах интервала dt при данном #Ё(хи, хо, хз) будет лагранже- 
вой ортогональной системой координат в репере e;. Тензор беско- 
нечно малых деформаций среды за время dt обозначим U4;dt=e'4;, 
причем Uj; называется тензором скоростей деформаций среды в 
эйлеровом пространстве. 

Тензор деформаций e’;; находится по формулам (4.49) путем 
замены х—х', x—>x’, 6); 2';;, UU, 


Dei Dou (x, Addu ju + te tp 6.12) 


причем нелинейные слагаемые суть бесконечно малые высшего 
порядка. Метрический тензор gj; находится из (4.48) и равен 


8), =5i)-+ 28), (5.12’) 


т. е. при dt+0 on равен 6;;. Внося в (5.12) выражения wu’ ua (5.10), 
деля на dt и отбрасывая бесконечно малые величины, получим 
выражения компонент тензора скоростей деформаций в эйлеро- 
вом пространстве 


о (а). 6.13) 


С другой стороны, можно рассматривать малые относительные 
перемещения точек среды, т. е. такие, что в любой момент време- 
ни t>to (to — начальный момент) перемещение точек u(x, = 
=x—x обладает свойством 


2%. 35, 8<1 (5.14) 
Ox; 

для всех i, j и в любой точке x. В этом случае можно исключить 
переносное движение среды (связывая систему координат х с ка- 
ким-нибудь физическим волокном и плоскостью в точке х=0); 
из (5.14) получим, что в подвижной системе сам вектор переме- 
щения и будет малым порядка 6 сравнительно с размерами обла- 
сти, занятой средой. Разница между этим и рассмотренным выше 
случаем в том, что в случае (5.10) Ou;’/Ox;=0v,/Ox;dt является 
бесконечно малой величиной. 
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От (5.14) отличается случай малой деформации, когда е:; со- 
храняет полное выражение (4.49), но удовлетворяет условию 


[2:|<6, 6<\1, (5.15) 


отличие в том, что при малых деформациях система координат 
может быть не привязана к физическим волокну и плоскости. 

Мы рассмотрим случай малых порядков 6 перемещений, затем 
автоматически распространим все результаты на бесконечно ма- 
abe деформации. Неточность всех формул теории малых дефор- 
маций будет порядка 6 сравнительно с единицей. Соответствую- 
щие формулы в случае бесконечно малых деформаций будут точ- 
ными. Вектор относительного перемещения 5 точки N относитель- 
HO М в момент f, очевидно, равен 


ря дж, 1 


я р=А-—[ тензор Oucropcuu, получим согласно (4.4), 
4.7 


(5.16) 


Пренебрегая малыми порядка 6? сравнительно с 6, из (4.48), 
(4.49) получим для компонент метрического тензора Я и тензора 
деформаций 6 выражения компонент 


9=(ви), B= Sy t+ ен, 
(5.17) 
я 1 ( ) er 
=(e вен — | — + — v, f=, 2, 8). 
6=(е;), ey Hey о oxy Эх, (i, j ) 
Соотношения (5.17) представляют формулы Коши, выражаю- 
щие тензор малой деформации через вектор перемещения и. Со- 
ответствующие выражения компонент тензора скоростей дефор- 
мации Uj; в эйлеровом пространстве, как видим, получаются из 
(5.17) простой заменой и на у их на х и приводят к формулам 
Croxca: 


Se Oy (5.18) 


=== — 

=O 

Малые и бесконечно малые деформации аддитивны в TOM 
смысле, что если даны поля перемещения и! (х, #) и и?(х, #) с со- 
ответствующими деформациями #!, 2}, вычисляемыми по фор- 


о 
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мулам Коши (5.17), то полю перемещения и=и'-+ и? хоответ- 
ствуют деформации е:;, равные сумме соответствующих деформа- 
ций: 


u(x, д= и (x, f)-+ u(x, 9, =e, +22. (5.19) 


Аналогичное верно для двух полей скоростей v!(x, #), v?(x, t) в 
эйлеровом пространстве при любых деформациях на основании 
формул Стокса 


v(x, t)=vi (x, t)+vi (x, 0, 04; 0}, + Uf. (5.20) 


Как уже отмечалось в $ 4, можно установить кинематический 
смысл компонент тензора малых деформаций. Из формулы (4.38) 
находим с рассматриваемой точностью 


(1-е) =1-+ 2; @и=ена- 


Косинус угла 0s между координатными волокнами а и В, равный 
нулю до деформации, после деформации согласно формуле (4.44) 
равен 


COS быв== 2eap (1 —Е.и— pp) = 2еав, 


4 — быв (5—6) = вар. 


Следовательно, компоненты тензора малой деформации с одина- 
ковыми индексами суть относительные удлинения координатных 
волокон, а удвоенные компоненты малой деформации CO смешан- 
ными индексами суть уменьшения прямых углов между парами 
координатных волокон, называемые сдвигами. 

Координатный вектор-волокно (&).=Ёое. в результате малой 
деформации станет вектор-волокном (P)a, направляющие косину- 
сы которого согласно (4.46) определяются формулами 

1 4 
C= Tsay = (1 Ca) Sia + 


Ou; 
Oxg’ 
i (5.21) 
a= ие (Stat FH le, aml, 2, 3. 
Эхо, 
Разложение тензора дисторсии на тензор чистой деформации и 
тензор поворота. Рассмотрим тождество 


D=F +5, 6- и; 


ди; 1 ( ди див ) 
—=e8, + fay = — 0g, =— | — 
ax; и i}, Dap a= > 
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в котором @ называется тензором поворота. Тензор @ антисимме- 
тричен, и потому он может быть выражен через вектор @, назы- 
ваемый ротором вектора и, или вектором поворота окрестности 
точки х, 


®= > rot u=@,e;. (5.23) 


Компоненты вектора ® связаны с компонентами тензора w со- 
отношениями 


И 1 ди. див ) 
ое 1 (Ft ap (5.24) 

Ha основании разложения (5.22) вектор относительного пере- 
мещения 6 (5.16) представим в виде суммы 


5—6" -- 5", 5’ =Бе,-=е ре, 8°—=обе=ох, (5.25} 


причем 46° и 5° называются соответственно перемещением, связан- 
ным с чистой деформацией, и перемещением, связанным ¢ поворо- 
том ® окрестности точки М. Равенство 6° векторному произведе- 
нию @X§ проверяется непосредственно на основании (5.24) и 
определения 


е е Cy 
@ XF=] O2 © |. (5.26) 
& & В 
Метрический тензор с точностью до 6? равен 
G=1+28, S=1(+D’) (5.27) 


и, следовательно, в соответствии (4.59) 
1+2: 26. 2ез 
в=1ви|=| и 1+2 2 |=1-+-2. — (5.28) 
2:1 2. 1-26 
Поэтому относительное объемное расширение частицы будет рав- 
HO 
V—V — = , 
0= 7 =V g—1 = Jere + baa + езз=ен== и. (5.28) 
0 


Закон сохранения массы р(1+0) =ро дает выражение плотности 
р через 6 и начальную плотность ро: 
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В частности, если можно пренебречь изменением плотности, то 
условие объемной несжимаемости вещества имеет вид 


0— 2% {0% {2% Чун 0. (5.29) 
Ox, дх» Oxy 


Разложение тензора малой деформации Ha девиатор и шаро- 
вой тензор. Девиатором деформаций называется тензор с компо- 
нентами =, 


ij =6;;—e6;;, в= 1/30, (5.30) 


причем гб;; называется шаровым тензором, так как соответствую- 
щая ему поверхность есть сфера 


26 „ХХ == в (Xi +X3-+ X3)=const. 
Первый инвариант девиатора деформаций Ie =2:;.6:;=0, вто- 
рой — 
2 yg = яви 1+8, (5.31) 


ГДЕ 21, 82, #3 — главные компоненты девиатора деформаций. 
Относительное перемещение 5" (5.25) в главных осях деформа- 
ций имеет выражение (в главном репере ею) 5°=а:Ее. Рассмат- 
ривая октаэдрическую площадку (отсекающую равные отрезки по 
главным осям) и волокно , равно наклоненное к главным осям, 


так что &= |1/ИЗ, найдем его относительное удлинение 
её 8'E/R*= 1/3 (в, + в + вз) ==в== 0/3. 


Сдвиг конца волокна & (линейный сдвиг октаэдрической площад- 
ки) равен У&—ва, относительный сдвиг получается деле- 


нием на |=|. Удвоенный относительный сдвиг октаэдрической пло- 
щадки называется октаздрическим сдвигом ‘py: 

w= 2 Ува =2 Итера) — в. 
На основании (5.31) получаем 


ЗУ аа = 2/3 Увы ев, в, 


Уз 
(5.32) 


т. е. пропорционален корню из второго инварианта девиатора де- 


формации с обратным знаком. Величина a= Ve, ey называется 
модулем девиатора, или интенсивностью деформации. Аналогич- 
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ные формулы верны для девиатора скоростей деформаций (5, — 
главные компоненты) 


био -— 130,81), 0° =04/0;;—= 1/3 [(6.— 05) + (95—05) + (00,4). 
(5.32') 


Условия совместности Сен-Венана для малых деформаций по- 
лучаются из (5.4), (5.9). Символы Кристоффеля (учитывая gij= 
=61;+2e:;) будут малыми порядка 5, а их произведения — поряд- 
ка 5°, В результате получаем шесть уравнений 


ЭГ ава, 2 ОГ рва, Гаву и OT apy 5.33") 
Ox, ox, ’ Ox, ox,’ 


из которых следуют шесть условий Сен-Венана: 


pe де |, дея. 


x, дха x3 ax?’ 
Pe _ 9 ff 0% Oey дез ) 5.33 
x, д, дм ( ax, + ax, + Oxy (288) 


(в каждой из выписанных формул следует сделать круговую пе- 
рестановку индексов 1, 2, 3). Естественно, что если в (5.33) вне- 
сти выражения =; по формулам Коши (5.17), получатся тождест- 
ва. Иногда их называют тождествами Сен-Венана. 

Все полученные выше для малых деформаций среды формулы 
при указанной ранее замене x—>x, и->У, &:;—>9:, справедливы для 
мгновенных деформаций ее в эйлеровом пространстве, но имеют 
соответствующую трактовку. Заменяя и на V(x, {), ги; на и;;, х на 
х, из (5.23) и (5.24) находим 


Q(x, )=—-rotv=Qe, (5.34) 
—-1 (9% __ 98. =(1 
2, = К. rs ), (a, В, )=(, 2, 3), 


причем ® называется вектором вихря — вектором мгновенной уг- 
ловой скорости вращения частицы среды. Тензор 04; (5.18) пред- 
ставляет тензор скоростей деформаций частицы, т. е. компоненты 
9, 922, 9зз суть мгновенные скорости относительных удлинений 
координатных волокон, взятых по осям X;, а удвоенные смешан- 
ные компоненты 2912, 2093, 2031 — скорости сдвигов (скольжения) 
координатных площадок. (Их механический смысл понятен из 
рис. 5.1.) 

Инвариантам малых деформаций соответствуют инварианты 
тензора скоростей деформаций 


Ly=01 + Ugg + оз иби-= ФУ, 
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1 
= > (и оо), (5.35) 


Ть= |vy|- 


Объему Vos (5.28) теперь соот- 
ветствует объем частицы в момент ¢ 
(po — плотность в этот момент), 
объему У — объем в момент #+4 
(р-—плотность). Следовательно, 40= 
= —4р/р, и потому из (5.28) имеем 


BN te 
a pat 6.36) 
div v= 0% 4 Oe 4 0%, Puc. 5.1 
Oxy, OXe, дхз 


причем 46/4 — субстанциональная производная: 


dp др. др. 
= +H. 
ao et ae, 


Из (5.36) находим 
0—1 £2, (5.36') 
Г 


Следовательно, мы получили условие сохранения массы части- 
цы в эйлеровом пространстве, выражающееся одним из уравнений 


_дР_ д = dino а 
г Sa (pv,)=0, = +divv=0. (5.37) 
Условие объемной несжчмаемости среды имеет вид dp/dt=0, 
или 
div v=0. (5.38) 


Условия совместности компонент тензора скоростей деформаций 
о; получаются из (5.33) заменой ви; на Vij и х на х. 

Движение среды называется безвихревым, или потенциаль- 
ным, если Q=rot v=O. При этом из условий 


до; 99} о; 
О (i, ]=1,2, 3 
Ox; Ox; i ) 
следует существование потенциала скоростей ф(х, t) 
=, v=grad@. 
x; 


Если к тому же среда несжимаема, TO из (5.38) следует 


div grad ф=Аф=0, 
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где 


и называется оператором Лапласа. Потенциал скоростей ф— гар- 
моническая функция. Этим свойством обладает движение идеаль- 
ной несжимаемой жидкости в потенциальном поле сил, если в ка- 
кой-нибудь момент rot v=0. 

Движение любой сплошной среды, рассматриваемое в эйлеро- 
вом пространстве, обладает некоторыми свойствами, вытекающи- 
ми из определений линий токов, вихрей и закона сохранения мас- 
сы. Как уже отмечалось в § 3, линией тока в момент ¢ называется 
траектория вектора скорости v(x, #), проходящая через какую-ни- 
будь точку Xo, т. е. линия, определяемая дифференциальным урав- 
нением 


dx=v(x, t) da, $8 — 9% — 4 _ gy, (5.39) 


1 Us 03 
rae )—~napamerp, Решение этого уравнения 
x=F (45,4, 9 x=, (Xp В (i=1, 2, 3) (5.40) 


является параметрическим уравнением линии тока. Если в момент 
t=const рассмотреть какую-нибудь линию ж=ф(и), то из (5.40) 
получим х= (р, А), т.е уравнение поверхности. Если линия X= 
= (4) замкнута, то поверхность x=f(p, А) называется трубкой 
тока. 

Потоком массы среды через любую неподвижную поверхность 
$ называется секундный расход 


\ pvvd3 = | pvyd 3, 
У У 


где у— нормаль, уу=ио, — нормальная составляющая скорости у, 
dd — элемент площади поверхности. 

Вектор скорости У лежит на поверхности трубки тока, и пото- 
му поток массы среды внутрь трубки равен нулю. Рассмотрим. в 
фиксированный момент ¢ внутри области движения среды произ- 
вольный объем У, ограниченный замкнутой поверхностью Х. Про- 
интегрируем по У умноженное на dV=dx,dx2dxg уравнение (5.37); 
получим 


и 
у у 
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Но по формуле Грина — Остроградского 


[aivaav = -9% ay = (Ахах. (5.41). 
У = 


xt 
Следовательно, 


[рум = { > ау, (6.42) 
у 


= 


т. е. поток массы через замкнутую неподвижную поверхность Х 
равен секундному ее изменению в объеме У с обратным знаком. 
Из определения вектора вихря ® (5.34) следует 


ао —0. (5.43). 


x; 
Внося © вместо A в (5.41), получим теорему Стокса 
J Qvd>=0, (5.44) 


т. е. поток вихря через любую замкнутую поверхность равен 
нулю. 

Если Я — незамкнутая поверхность, ограниченная замкнутым 
контуром Г, то поток вихря через 9” равен интегралу по F от 
Qvd%. Но для любого вектора В по формуле Стокса 


i rot Bvdd = | BdS, (5.45) 
F L 


где dS обозначает вектор-эзлемент длины дуги контура L; выра- 
жение, стоящее в правой части (5.45), называется циркуляцией 
вектора В по Г. Полагая B=V, получим 


} Qvdl= | vdS = Г, (5.46) 
i 


т. е. еще одну теорему Стокса: поток вихря через незамкнутую 
поверхность Я равен циркуляции Г вектора скорости по ограни- 
чивающему ¥ контуру L. 

Отметим еще важное для дальнейшего свойство интегралов от 
различных функций p(x, t) по объему У, фиксированной массы 
среды, т. е. ограниченному замкнутой поверхностью Lg, состояще- 
му из неизменных физических частиц. Найдем полную производ- 
ную по времени от интеграла 


I= | Ф(х, te (x, д dV. (5.47). 
У 
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Так как область. интегрирования У, меняется CO временем, то 
на основании закона движения частиц х==х(х, {) преобразуем 
(5.47) к лагранжевым координатам. Из условия сохранения мас- 
<ы физической частицы имеем 


pdV =p (x, t) ахаха: = 64, = (x) dx, ах.Ахз; (5.48) 
на основании закона движения 
Ф(ж, H=x(, 0. (5.49') 


Область Vo (для фиксированной массы) не изменяется со време- 
нем. Тогда получим 


l= [оду = \ % (x, t) ро (x) dV, 
Vg Ve 


и, следовательно, 


ат _ (° ди(к, 9 
oa os ^ ро (x) dV. 


Переходя обратно от x к x(x, #) и учитывая, что для неизменной 
частицы 


Ox (x,t) _ dp (x, 9) 


< г. (5.49) 


получим 


4 — f 49(x,4 
Е. Sow. t) p(x, na {ee p(x, dV. 
Е & 


Если объем V и граница области Х фиксированы и неизменны 
в эйлеровом пространстве, то, обозначая их Vo, Ус, получим 


208 =: (28 
Е. еда = { ау. 
Ус Ус 


$6. ТЕОРИЯ НАПРЯЖЕНИЙ 


Основная идея теории внутренних сил в МСС уже изложена в 
‘§ 3: любой объем, мысленно выделенный внутри среды, находится 
в равновесии под действием массовых сил и «внутренних», непре- 
рывно распределенных по каждой части ограничивающей поверх- 
ности, на которой единичная нормаль изменяется непрерывно. 

Выделим в некоторой точке М(х) среды в деформированном 
COCTOAHHH бесконечно малый тетраэдр МАВС (рис. 6.1), основные 
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ребра которого MA, MB и MC направлены по векторам penepa 91, 
92, 93. 

Обозначим удвоенные площади треугольника МВС через 4%", 
треугольника МАС — через 42, треугольника MAB — через 433, а 
треугольника АВС — через dd”. Единичные векторы нормалей 
площадок 4Х“, очевидно, коллинеарны векторам 9“ (а=1, 2, 3). 
Величины этих площадок определяются через начальные 


0 
dd = dx? dx” 


соотношениями (4.27) 


x! 


42°—Узезаа 5°. (6.1) 


Напомним, что по греческим 
индексам суммирование не проис- 
ходит. Вектор-площадь треуголь- 
ника АВС подсчитывается по фор- 
муле (431): 


= 0 
45. у=У вах: ai, (6.2) 


Рис 6.1 


где у— единичный вектор внешней нормали к площадке АВС: 
У=,9' =9'9,, (6.3), 


причем х; — ковариантные, у: — контравариантные компоненты \. 
Из формул (6.1) и (6.2) находятся выражения d=“ через dd’ 
и ух: 


45° = вау dd", (6.4) 


Как установлено в $ 3, взаимодействие рассматриваемой нами 
частицы-тетраэдра с окружающей средой реализуется за счет 
векторов внутренних сил, действующих по граням, с точностью до 
малых порядка |4х|, равномерно по ним распределенных. На 
каждую из площадок 4Х“ действует поверхностная сила плотно- 
сти P, а на площадку 4“ — поверхностная сила плотности PO), 
Эти векторы называются векторами истинных внутренних напря- 
жений. С точностью до малых высшего порядка силы, действую- 
щие по граням тетраэдра, равны 


—P™gy* +40 (14х13) (@=1, 2, 3). (6.5): 


Мы здесь учли, что векторы внешней нормали к площадкам 45“ 
направлены в обратную сторону по отношению к векторам 3“. 
Очевидно, элементарный объем тетраэдра dV=d>"-h/3, где A— 
величина перпендикуляра, опущенного из точки М на dd’. Учиты- 


96 Глава П Кинематика и внутренние напряжения 


вая еще равенства (6.4), (6.5), получим на основании принципа 
Даламбера 


ax (oF—pw) h+ р” YP, VF] +0 (ау (6.6') 


a=! 


Tae W— ускорение; слагаемое порядка h учитывает силу инерции 
и массовую силу Е, действующие на частицу. Сокращая на dd’ и 
устремляя #—0 вместе с |4х|, получим условие равновесия бес- 
конечно малого тетраэдра 


3 
PO VF PM, + VPM, FV P= FV PM, (6.6) 
a=! 


Эта очень важная формула называется выражением вектора ис- 
тинного напряжения на косой площадке с нормалью % через ос- 
новные координатные векторы напряжений. Она доказывает, что 
вектор внутреннего напряжения P на площадке с нормалью V— 
линейная функция %. Формула (6.6) справедлива как для внут- 
ренних площадок dX’, так и для площадок, расположенных на 
границе Х области движения среды; из закона равенства дейст- 
вия и противодействия заданная на границе тела сила Рош 
равна РГ), имеющей выражение (6.6). Естественно, что PO uy. 
может быть любой функцией координат и нормали v на У. 

Обозначим векторы, называемые основными контравариант- 
ными векторами напряжения: 


Ут р” 
$°= У тер®, SI) gH р® (6.7) 
S=V ge P®, 


Как видим, векторы S* не зависят OT % и отличаются OT векторов 
истинных напряжений, хоть и коллинеарны им, так Kak g%*=41 
при всевозможных значениях {. 

Из (6.6) с помощью новых обозначений получим 


РМ = $2, = S‘iv,9/, (6.8) 
при этом векторы Si и P(*) мы представили в репере э; 
1 1 
$‘ =54 а, р®——— $7 ар. (6.9) 
Ve ver 


Нормальиая составляющая вектора P) на площадке dd” яв- 
ляется скалярной величиной и с учетом (6.3) имеет значение 


N = yp — Siva; ЗА), (6.10) 
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Поскольку у— вектор и № — скаляр, то из (6.10) следует (по 
обратному признаку тензора), что Si представляют контравари- 
антные компоненты тензора напряжений $ в лагранжевом репе- 
ре э:; в таком представлении 5 называется тензором напряжений 
Коши — Лагранжа. Касательная составляющая PY равна 


ТУ PM 2— (М). (6.11) 


Так как в (67) множитель Vg” при PO различен для разных а, 
то выражение P(*) в репере э; 


po. РР э, (6.12) 


приводит к объекту Pl), не являющемуся тензором. 

Тензор Sti симметричен, поскольку приложенные к частице 
внешние (массовые) силы дают момент относительно центра ча- 
стицы, являющийся величиной, малой более высокого порядка 
сравнительно с бесконечно малым порядка dV. Обычно рассмат- 
риваемые в механике силы, как указывалось, обладают этим 
свойством. 

Доказательство симметрии компонент 5$ следует из уравне- 
ния моментов для параллелепипеда, ссли учесть, что момент век- 
торов сил P 4У“, действующих по всем шести граням, должен 
равняться нулю с точностью, включающей малые порядка dV. 
При этом напряжения Р“) равномерно распределены по ‹соответ- 
ствующим граням и, значит, векторы P™dE* приложены в цен- 
трах граней параллелограммов. Например, вектор Р®4УЗ прило- 
жен в точке с координатой (относительно М) гз==1/2 (9,dx! + 
+9,dx?) Ha нижней площадке 4У3, и равный ему (с точностью до 
малых высшего порядка) — в точке с координатой г.==1/2 (э.4х?-- 
+ 9.dx*) + a,dx3— на верхней d=, С точностью до малых выс- 
шего порядка момент сил, действующих по нижней и верхней гра- 
ням 43, равен 


m,==P® 453 x гз— Р® dd? x г =Р® x (гз—гз) (= Р® x aydx%dds. 
(6.13) 
Но 


4;3=У в У 83 dx'dx’, 
и потому, учитывая (6.7) и (6.9), получаем 
m,= V g dx'dx2dx? $3 x 9;—=dVS%9; x 3g (6.14) 


Моменты т: и My по граням dd! и dd? аналогичны, и потому 
условие т = пи + п1>- пз=0 принимает вид 


п= ДУ {$ э; X э. -- 5%) х 9+ 53/э; X 93}=dVS%a; x э:=0. (6.15) 


4 А. A. Ильюшин 
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Учитывая, что 9; X э,—=— 3; X 9;, из (6.15) имеем 
(5—5) 9° + (58—58) 91+ (51 — 51) 5—0, (6.16) 


откуда и следуют условия симметрии $#=5$#. 

Из свойства симметрии тензора 5 следует закон взаимности 
напряжений на основных площадках 4"; умножая $“ (6.7) на 
3° и учитывая (6.7), получим выражение компонент S* через ос- 
новные векторы истинных напряжений и единичный базис К®: 

i В 
SY раза р кВ, КВ = : 
a 


Из симметрии 5°* = $8 находим закон взаимности 
POP р: (6.17) 


проекция P(*) на направление э®) равна проекции Р®) на направ- 
ление 9%, № 

С помощью метрического тензора Я и аффинора A тензор на- 
пряжений 5 можно представить в репере э' другими компонента- 
ми, например ковариантными и смешанными 


Зи= 35" GimE n= SF Bim= Si" Emir (6.18) 


причем вектор напряжений PC согласно (6.8) при замене э;= 
=9"8т; и Vi=V"in получит выражения 


P”) = Зи” 5,9. (6.19) 


Тензор S можно представить также и в других реперах. Напряже- 
ние можно представить и другими матрицами, не являющимися 
собственно тензорами. Приведем две из них. 
Напряжения, отнесенные к недеформированным площадкам. 
00 


Пусть начальная элементарная вектор-площадка 4% =4Уп с еди- 
0 0 


ничным вектором нормали п=и;е; в результате деформации 


превращается в вектор-площадку 4 d=v с единичным вектором 
00 


нормали v=v;9'. Тогда, очевидно, 45, в репере е; равна d2n;, 
и потому, полагая в формуле (6.2) 4>’=4Х и умножая обе части 
(6.2) на 9; (с учетом э'э;=61), получим 
= dd 70 
d3vj=V gnjd2, w= V EN. (6.20) 
dd 


Вектор t®, определенный равенством 


0 
{У =РМах= 5'4Х, (6.21) 
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называется условным напряжением на площадке dX с нормалью 
v; он коллинеарен Pl) и равен 


M=8'V En, (6.21') 
т. е. существует в репере (e;) вектор t', такой, что подобно (6.8) 
0 = 
Mtn, t=V gS. (6.22) 
Вектор # можно представить в базисе е; через его компоненты 
ttle, (6.23) 
Формула (6.22) для Н с учетом (6.9) принимает вид 
Е ИЕ Sita, = 3% = Ve. (6.24) 
Xx! 


Отсюда, заменяя X=Xp,eq, aj= Ale, цаходим связь между KOM- 
понентами ti и Si, 


11=Y g Ah 5%. (6.25) 


Псевдотензор #) вследствие определения ero на основании (6.21) 
называется тензором условных напряжений Пиолы — Кирхгофа. 

Как видно из выражения компонент #3 (6.25), матрица tt) — 
несимметричная. Связь компонент тензора условных напряжений 
[) с истинными векторами напряжений P на деформированных 


вектор-площадках 4%“ (при {= координатных dX") находится 
(6.7), (6.22): 


е— Ире P™ (6.26) 
Единичная нормаль v площадки dd” выражается через начальную 


° 
HOpMadb п этой площадки с помощью (4.31) 


iim 3! р, (6.27) 


Физическими компонентами тензора напряжений оу“ называ- 
ются проекции векторов P() по осям э;. Они определяются из ра- 
венств 


3 
POY) PO) |5,| 2. = otk, (6.28) 
х ый 


где К, — единичный базис направлений 9;, К. =34%/|э«|. Kak сле- 
дует из (6.7), физические компоненты тензора напряжений связа- 
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ны с основными контравариантными компонентами напряжений 
$8 следующим образом: 


028 — 598 уУ=. oS Vf See, (6.29) 
g a 

В механике сплошной среды существенное значение имеет тен- 
зор мгновенных истинных напряжений, определенный в точке х 
пространства наблюдателя компонентами о:;=0 в декартовых 
координатах (х;). В объеме dV=dx,dx.dx3 (или dx'dx2dx3) в мо- 
мент # находится физическая частица — параллелепипед с коор- 
динатными гранями, определяемыми вектор-нормалями €,; при 
}=Ю эта частица была некоторым косоугольным параллелепипе- 
дом с направлениями и размерами основных ребер (€);, удовле- 
творяющими соотношения (4.9) — (4.10), в которых надо заме- 

нить р-+ (0) «= хе; следовательно, волокну (0). соответствует 


(= €,4%, = Buedx,, (6.30) 
координатной площадке 49. =е„Ах, Ах, — площадка 


0 
dF ,=(6)p X (5), = хвАхуев Х €,. (6.31) 


Вектор истинного напряжения на физической площадке, которая 
в момент ¢ совпадает с 49, обозначим A”, его компоненты в ре- 
пере е; обозначим вау, так что 


9 — не: =0“. (6.32) 


Полная сила, действующая на dF, равна P“dF,, где 4а9„= 
=dx dx,. Площадка 49. по отношению к реперу 9;— наклонная 
с нормалью V=e,, и потому вектор напряжения A”) совпадает с 
PY (6.8) при *=е„. Но 


Н Ox; 
уе =, уз, = Е == Af, 
следовательно, 
0% =F —§ Абэ, = ЗН АА. (6.33) 


Сравнивая (6.32) и (6.33), находим выражения o,; через компо- 
ненты 51, т. е. формулы преобразования компонент $ при пере- 
ходе в точке х от репера 9; к декартову ег, 


0% =0,;= Sm" АЗ Al, (6.34) 


Поскольку S=Sii, то и о,=оу, т.е. компоненты оз тензора 
мгновенных напряжений симметричны. Формулы (6.34) позволяют 
фактически вычислить истипные мгновенные напряжения ants, 2), 
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если известен закон движения среды х==х(х, #), по которому со- 
гласно (4.7) находятся Ай, так как (6.34) при этом определяют 
0: (х, 4), а значит, и 04;(x, ft). 

Обратные соотношения получаются из (6.34), если их умно- 


жить на BEB; и просуммировать по а и 2. Учитывая (4.8) (ВА = 
=6=65,), получим 


S#! 0; BiB}. (6.35) 
При заданных о:;(х, t) и законе движения в обратной форме x= 
=x(x, #) из (4.10) паходим 


дхт 
Ox" 


-= BY (x, t), 


а следовательно, и Bn (x, {, после чего (6.35) дают $№(х, ft). 
Обозначим через п=у единичную нормаль к некоторой пло- 
щадке в точке х в момент ¢ 


р k 
n=ne;=V,9', Vj=nIy=M,Ai 


и найдем выражение HcTHIHOrO вектора напряжений A” па ней, 
положив в (6.8) v=n, Р® ="; найдем 


P — Siv,=oin;. (6.36) 


Откуда получаются простые формулы для компонент напряжений 
PO на косых площадках: 


P} = Р®е, = о; in). (6.37) 


Они очевидны и из простых соображений: при Ё=4 координаты 
в в _ = ee m__ кт 
хи xt совпадают, Tak как при t=to, э:=е, Bij=6ij;, An=On, и 
потому из (6.34) с..=5“*; из (6.8) сразу паходим (6.37). Отме- 
тим, что при f=const вообще все свойства преобразований jj, 
связаипые с преобразованием репера е;, совпадают тождественно 
с соответствующими свойствами при малых деформациях. 

Теория напряжений в декартовых координатах одинакова для 
малых деформаций в лагранжевом и для любых в эйлеровом про- 
странствах. Если перемещения малы, To |u;,;|<6<l, |г;;| «3! и 
поэтому gij=5;; с ошибкой 5<1. Тензоры $9=0:; совпадают, и 
для напряжений на косых площадках имеют место формулы 
(6.36), (6.37). 

Нормальное напряжение N( на косой площадке равно A™-n, 
т.е, 


N® — били, (6.38) 


откуда по обратному признаку теизора непосредствеиио следует, 
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что Oj; — компоненты тензора напряжений в декартовой системе 
координат. Квадратичная форма 


20, =0 хх! 


с точностью до обозначений совпадает с 2M, $ 5, и потому очеви- 
ден ряд свойств, вытекающих из уравнения поверхности напряже- 
ний Коши 2@,=const, если радиус-вектор х=х;:е; направить по 
нормали п некоторой косой площадки 


>, R=|x|,1,= 


Перечислим некоторые из них. Находим 
grad Фо == ухе: = RP”, 


т. е. вектор Я”) направлен по нормали к поверхности Коши. Су- 
ществуют три ортогональных главных направления тензора на- 


пряжений, и они находятся из условия XZ ") — оп, т. е. из системы 
(5;;—9,,) и, =0, 
а главные напряжения Oj, 02, 03 — из решения кубического урав- 


нения |0:;—6::0| =0, три коэффициента которого суть инварианты 
ортогональных преобразований базиса е„, 


1 
6;5;;=Opn, — [Onn — во, |o;;|. 


Следовательно, инвариантами являются также 
30 = Op, = 041 + 0 + озз==01 + 0-0, ==5 8, 


G40 ;7= Of, +0$,--03,--2 (Of 1 033 + оз) = 97 +93 + = aa 


16/1 =0,0,0;,. 


Внося сюда выражения о;;=0' через $8 (6.34) и используя 
(6.18), получим другие выражения 


За= = Зв, биби= 58, || ==15'. (6.40) 


Напряжение а=1/3 (01! 022+ 033) называется средним гидро- 
статическим по следующей причине. Мысленно выделим в среде 
частицу, которая имеет форму правильного октаэдра, главные 
оси которого совпадают с главными осями тензора 5. В первом 
октанте его грань имеет нормаль п, равнонаклонную к главным 
осям, и потому п‚=1/И3. Нормальное напряжение на этой rpa- 
ни согласно (6.38) равно 
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3 
v=y) вы — (0, +04 -- 03) =0 (6.41) 


(так как в главных осях касательные напряжения отсутствуют, 
т. е. оз=0 при 15-7). Это нормальное напряжение N=o одинако- 
во на всех восьми гранях октаэдра, т. е., как и в идеальных жид- 
костях, давление (—0) одинаково по всем граням; но в произ- 
вольной среде на этих гранях кроме равномерного давления дей- 
ствует еще одинаковое по величине, но с различной ориентацией 
касательное напряжение tp, называемое октаэдрическим напря- 
жением. Поскольку из (6.36) имеем на каждой грани октаэдра 


вектор напряжений A, то 
2 2 1 
+ та + ( С. ) zy tos +95)". 


-У( vi УЗ V3 


Напряжение Tm, Конечно, является инвариантом, так как главные 
напряжения 01, 02, оз — инварианты. Следовательно, его можно 
выразить через два первых инварианта группы (6.39) и записать 
в виде 


= И PO М 


== 


6:0} = 


it 3 Е: (6.42) 


где через о;; обозначены так называемыс компоненты девиатора 
напряжений Ds: 


= a '30;/0;,— (30° =— 


0;=9;,—98;;. (6.43 


Ero первый инвариант равен нулю, 90;/5;;==0,-+6,-+-0;=0, вто- 
рой, называемый квадратом модуля девиатора напряжений, ра- 
вен o”, где 


~ = 21/32? Le 
B= Е igs V the 3-8 18, (6.44) 


величины таз называются главными касательными напряжениями. 
Их физический смысл как экстремальных значений касательных 
напряжений оз; (25-7) будет выяснен. Эти напряжения равны по- 
луразностям главных напряжений: 


— 9: a Oa Oa. — 03-— 1 
1. = о > Teg о , иже" (6.45) 


to 
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Третий инвариант девиатора Dg равен 
101 | =0, 0,05, 


где о, — главные компоненты Dg, выражающиеся формулами 
(6.43): 


Sr=on—9, k=l, 2, 3. 


Девиатор Ds и два основных инварианта тензора S ou o ur- 
рают фундаментальную роль в МСС, так как отражают наиболее 
существенное отличие внутренних сил любой среды от подчиняю- 
щегося закону Паскаля давления в идеальной жидкости, которая 
может быть определена как среда, в которой o=—p, on=0. 

Рассмотрим в главных осях тензора напряжений S произволь- 
ную площадку с нормалью п=иез, причем через ej обозначим 
единичный репер главных осей. Вектор силы на ней имеет компо- 
ненты (6.37), причем о;;=0 (ij), си=о\, 022= 02, 033=03 и равен 


Phe a0 = Tg Mg &q0' 


квадрат касательного напряжения, очевидно, равен 


в Мей у ой — У бл 6.46 
= =S ny Only) п ( f ) 
kod kel 


причем 
3 
я 
у n=l, 
Е-=1 


Напряжения о» в рассматриваемой точке фиксированы, и мы мо- 
жем найти экстремум 1? по переменным и» при указанном усло- 
вии, т. е. найти соответствующие направления п. Обозначим 7}== 


=X, W=y, п1=1—х— у и перепишем (6.46) в виде 
(07—09 x-+ (3 —08) у + 03— [(, — 08) X + (0; —03) y + ов". (6.46") 
Условия экстремума 

дт? On? 


2 ‘да 
a = = 0, ny = Ny =0 
дп, On, Ox oy 


дают два уравнения 
п, [oj —03—2N (g, —0,)]=0, 


ny [o3—03—2N™ (o,—0,)] =0, 


(6.47) 


где 


N = (6, — 04) X-+ (6, — 0) ¥ +3. (6.48) 
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При о1=0›=0з величина М" —о;, т. е. x, у остаются неопреде- 


ленными, T=Tap=0; такое состояние возможно в различных сре- 
дах, но только при особенно простых внешних воздействиях. При 
условии 


01> 02> 63, (6 49) 


не ограничивающем общности рассмотрения, в (6.47) должны по- 
ложить либо п! =0, либо п›=0, так как в противном случае полу- 
чим противоречивые уравнения для №”), если только 015205. При 
п22=у=0 лаходим из (6 47) 


9, +0; —2 [(01— 03) X + 0] =0, 


откуда x=n,?=0,5, n3?=1—n,2=0,5, т. е. искомая площадка про- 
ходит через ось ел и расположена под углами 45° к eyo и ego. Ha 
этой площадке согласно (6.46’) 


2 
01 — 03 91 — 03 2 91—03 \? 
ий: 02 a — 03 =( 1— 3? 
pap (ASH оз} = (AS 


Т. е. t=t13 (6.45) — наибольшее касательное напряжение в pac- 
сматриваемой точке тела. Полагая теперь п!?=х=0 и затем яз? = 
=0, найдем, что два других экстремальных напряжения равны 
Тоз, Tig (6.45) и действуют на площадках, делящих пополам углы 
между главными плоскостями (2, 3) и (1, 2). 

Наибольшее касательное напряжение, равное т1з=тшах при ус- 
ловии (6.49), в других случаях будет наибольшим по модулю из 
всех Tap (6.45) 


Tmax = Max Tg. (6.50) 


Оно определяет наибольшую силу сдвига в среде и потому может 
приводить к разрушениям твердых тел, изменениям режимов те- 
чения жидкостей и газов и т. п. В МСС обычно находят не только 
закон движения u(x, t) или V(x, #), но и компоненты тензора на- 
пряжений 58 (х, #) или 0;;(x, Ё) и др. Но для вычисления Tmax Ha- 
до вычислить главные напряжения 1, 05, оз и выбрать наиболь- 
шее из (6.45), что связано с решением и анализом корней кубиче- 
ского уравнения. Важным преимуществом обладает октаэдриче- 
ское напряжение т» (6.42) или модуль девиатора с, имеющие 
простые выражения через о;; или Oy; и практически равноправные 
С tmax. Причина такого равлоправия в первую очередь состоит в 
том, что с точностью до почти постоянного множителя числа Th и 
Tmax ИЛИ 0 И Tmax равны между собой независимо от характера 
среды и процесса ее движения. Действительно, отношение, напри- 
мер, т»/Тшах определяется дробью 


т__ 2 Ут В , (6.51) 


Ттах 3 max | Tap] 
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причем на основании выражений (6.45) 


Tig +23 +731 =0. 
Следовательно, 


Быт а? 6? У (©: = oy)? + (2 = 05)? + (03—01 ‚ (6.51) 


2 тах |0 — op! 


причем |6|<|а|<1, 1+а-+6=0; при этих условиях, как легко 
видеть, что Z заключено в границах 


32 V3 
1>— > ~ 0,866, (6.52 
Wi? 2 ) 


и, следовательно, положив 220,878, мы можем допустить ошибку 
<7%. Такая же оценка справедлива для деформаций и скоростей 
деформаций (5.32). 

Проведенный выше анализ напряжений в точке тела, не зави- 
сящих от систем координат, тождественно переносится на теорию 
деформаций и частично уже был сделан в $ 5. Например, глав- 
ные сдвиги через главные удлинения выражаются формулами 
(6.45), если заменить буквы о на = ит на 1/2. 

_ Главные компоненты тензора напряжений о. и девиатора 
0«=0—0 выражаются через с и инварианты девиатора o (6.44) 


и 9’, = det (013) формулами Кардано для корней кубического урав- 
нения: 


оо V2 Geos (+2), (6.53) 


косинус угла вида напряженного состояния л<ф<2л определяет- 
ся формулой 

0<—cosp=3 V6 4ею: 03 < 1. (6.54) 
Эти выражения справедливы для любого симметричного тензора 
второго ранга. 


$ 7. НАПРЯЖЕНИЯ И ДЕФОРМАЦИИ В ПРОИЗВОЛЬНЫХ 
КООРДИНАТАХ 


Постановки и решения задач МСС часто упрощаются при за- 
мене декартовых координат х (х', х?, x3) криволинейными. 
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Введем криволинейную систему координат g', i=1, 2, 3, вза- 
имно однозначно связанную с ортогональной декартовой системой 
координат (x? или х:) эйлерова пространства 


g=G (x), х=х (9); (7.1) 
базис и метрический тензор ее выражаются формулами 
9: (9=дх/04'=СГеи, Чи (9 ==ач=СТСТ, (7.2) 


Чи =би, 4 = 459". 
Если производные векторов базиса 0q,/0qi представим подобно 
(5.1) в виде 


0q;/0q! = тт = Фит", VeVi (7.3) 
то получим подобно (5.4) 
1 [99 94 в __ 09. 
Waa Gea aoe (7.4) 


т.е. найдем Y,; 4 H yk, как функции координат qt. 

Различные системы криволинейных координат бывают удобны 
для решения частных задач в зависимости от формы области, за- 
нятой телом. Например, для области, имеющей при любом # фор- 
му цилиндра, ограниченного перпендикулярными оси плоскостя- 
ми, удобны цилиндрические координаты: 


g=r, v=, =z, ах? == 47? -- ад? -| 42, 
для которых отличные от нуля метрические параметры равны 
Ча=зз==1, Ja=r, 
gi=qB=l, g@=1/r, 
Yo21= Ts Ура Po 9= lr === Ми, Ури. 


В $6 введен тензор напряжений $ с компонентами $ в кри- 
волинейных лагранжевых координатах х! и компонентами о:;, яв- 
ляющимися истинными напряжениями в декартовых координатах 
x? эйлерова пространства; при этом х и х связаны законом движе- 
ния (3.22) или (3.23) 


x= (x, t) = (x, 1), х=х(х, t) =о(х, 0. 


Сохраним прежние обозначения для соответствующих реперов, 
метрических тензоров ($ 4) 


ви=А А, 
— Ве», в“! = В Bh 
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и символов Гузь, Tij*, выражающихся формулами (5.2), (5.4) че- 
рез метрический тензор &:;. При этих условиях все результаты и 
формулы, полученные ранее, сохраняются. 

Для одной и той же физической точки тензор напряжений S с 
компонентами об в эйлеровых декартовых координатах x! и ком- 
понентами 57 в лагранжевых координатах x? (при #>& являю- 
щихся криволинейными) — один и тот же физический объект. Это 
значит, что на одной и той же площадке с единичной нормалью 
v=N, представленной в реперах э; H ei, 


v=n, v;=39;, П,==пе;, (7.5) 

физические векторы истинных напряжений P() (6.8) и Я“) (6.36) 
тождественны: 

P™ — оп, отце, =P =S'v, =5 9. (7.6) 


Отсюда и были получены формулы 
ol Smt, Al, ЗИ == отп ВЕ ВИ, (7.7) 


Все выписанные величины могут быть выражены как функциями 
х, так их. 

В рассматриваемой физической точке (x), х=ф(х, #) в момент 
! новая криволинейная система координат (9'), определяемая 
уравнением (7.1), имеет характеристики, даваемые формулами 
(7.2) — (7.4); причем сами координаты 4: имеют выражения 


9 =9' (*) =9' (Ф(х, 1). (7.8) 


Направление нормали к координатной площадке, построенной на 
векторах (dx),=q.dq* и (4х), =9,449', определяется единичной 
нормалью (^)т: 


Все рассуждения начала $ 6 относительно представления тен- 
зора напряжений 5 на косой площадке с единичной нормалью у, 
которую теперь обозначим 


А=%У=п, (7.9) 


можно повторить, но компоненты 5 в репере 4; будут отличны от 
59, ofi=0;; и других введенных в $ 6; обозначим контравариант- 
ные компоненты тензора $ в репере 4; через ОЗ. Тогда формулы 
(6.8), (6.9) для вектора истинного напряжения на площадке с 
нормалью V=A перепишутся в виде 


27—09, Q=Qiq;, причем А, =* 


‚=19;. (7.10) 
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Заметим, что при п=у=А ковариантные компоненты их в реперах 
е;, Э;, Gi, обозначаемые ль, у; и №, различны, почему и приходится 
одну и ту же единичную нормаль обозначать различными буква- 
ми. Это относится ко всем векторным и тензорным величинам. 
После приобретения навыков при расчетах и выкладках необходи- 
мость различных обозначений отпадает. 

Физический смысл компонент О? и О тензора S устанавли- 
вается формулами (7.10), так как 9 — физическая величина, 
обозначающая вектор истинного напряжения на единичной физи- 
ческой площадке с единичной нормалью А. Для одной и той же 
косой площадки, т. е. при условии (7.9), вектор PP” =P =F", 
т. е. 


F™ =A; = Ома, == ЗА, 9; = 0'n, ое, (7.11) 


где o'=0;. Эти соотношения и есть основа для преобразования ко- 
ординатных векторов (Qi, $1, g‘) и компонент одного и того же 
тензора напряжений $ при переходе от одной координатной си- 
стемы к другой. 

Если какой-нибудь другой тензор 2 обладает свойствами, ана- 
логичными $ (т. е. для заданного в некоторой точке направления 
внутри среды (A=Vv=n) в трех рассматриваемых системах коор- 
динат характеризует вектор z)=z")=z™, который, например, в 
системе координат gt имеет выражение 2) =2iA;, 2'=24;, где 20 
не зависят от направления A, то для компонент тензора 2 будут 
справедливы соотношения (7.11) при замене 9—2, 013—214, Qi> 
—2! ит. д. и при соответствующих обозначениях компонент 2 в 
реперах 9; ие:. 

Чтобы найти выражение вектора 0 и компонент о" через $, 
Sti и 0:, Qi, направим нормаль N=v=A по координатному векто- 
ру е*=е, Же =е, репера (е;), т. е. положим (n)*=e*=e,. Получим 


п: = (пе, =67, = (n)*9; =Ox7/0x", i= (n)* q;=0x"/09/, 
из (7.10), (7.11) 
0°— 48$: = 070+, (7.12) 
и потому 
ott — AF A} SI=C* СТОЯ, (7.13) 


_ Чтобы найти выражение Q4 через oj; и 5, a также S4 через 
07 и Qt, вводятся обратные относительно Ал и Сл матрицы 


Aj BE =6), C} Dk = 6), (7.14) 


определяемые этими уравнениями. Умножая (7.13) на D,y™D,.", по- 
лучим 


Отто Df Di = S‘iAi Ai De Di. (7.15) 
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Вспомним, что закон движения частицы (3.23) задает еще ба- 
зис €;=9Ox/dx', определяемый аффинором В=дх /дх обратпым A, 
так что 


дх k ke Oxk 
C= Ba Bien В: = a 


‚ е: А! == (41. (7.16) 
xt 


Соответствующий ему метрический тензор С:; и контравариант- 
ные базис Е? и тензор СЧ, а также символы Кристофеля 9 опре- 
деляются соотношениями 


би=ве,= BIBI, GIG), = 8b, 


e=Ale,, Gi=elei= Al, АЙ, (7.17) 
af 2Gin 4, Gin _ 9би \ 
T= ( axi т дм д }. 


Тензор напряжений 5 можем представить, конечно, и в базисе 
€;, обозначив его компоненты через LZ’, Li, вектор напряжения 
на площадке с единичной нормалью x — через 9, так что 


P” — Dn, = У це). 
Рассматривая во всех реперах (ех, э1, qi, €i) одну и ту же физи- 
ческую площадку с единичной нормалью п=у=А=х, т. е. перене- 
ся к ней параллельно (без вращения) все эти реперы, получим 
условия (7.11), к которым присоединится еще одно 

o'n; = У ==: 6). (7.18) 


Совместим x=n=v=A с единичным вектором нормали к пло- 
щадке, образованной векторами Ев, €;, т. е. положим 


u=e"/V ба. 
Тогда 
п ие; = AY У 698, ине, = 5 088, 
из (7.18) получим 
о Ае, = 546). 
Отсюда, умножая на €°, учитывая (7.17), найдем 
DF ot AP АВ. (7.19) 


Тензор деформаций 6 до сих пор был представлен только ком- 
понентами =; которые выражаются формулами (4.49) через век- 
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тор перемещения и= х —х, причем использованы декартовы KOM- 
поненты и; (х, #), или, что то же, и? (х, #): 


Ou; "ды | ди, дик (7.20) 


2¢;;= 6; = . 
a= Bi д Oxi Oxi Oxi 


Вектор-волокно 4х можно представить через его компоненты в 
любой из трех рассмотренных выше систем координат x‘, Ми 
4', так как все они связаны с законом движения и преобразова- 
нием (7.1): 


=e,dx'=e,dx' =e, г dq’ = €,Cidq'. 


Аналогично 
Ox 


Ox р 
=dx=— 4х‘ = 
p Oxi Oxi 


dx! == dq‘ = 9,dx' =е 4х’ =q,dq'. 
Ч 


Составляя разность 4х?—х?=р?— 2, получим 
| p?— 8? = Qe, ах ах! = 2E, акк! =2n,,dqidqi, 21) 
j= En АР Aj, N= Enc? Cj, | 


где обозначены компоненты тензора деформации 6 в различных 
системах координат: 


2еи=ви— ви BX; 
2Ej=6,;—Gi; B x, (7.22) 
21/=9и— @ СР С} в q(x). 


Все эти компоненты обращаются в нуль при t=, так как соглас- 
но начальному условию t=to, х=х, и потому &;=С;=6:, а на 
основании (7.2) CEC} ди. 

Перемещение точки х в момент ¢ 


x (x, д —х=и(х, д =и, =u(x, == (9, A) (7.23) 


можно представить через декартовы компоненты и»! (х, #) и ком- 
поненты Ui(q, #) в репере qi: 


9—0: =Ищ = ще и, 


ui (x, thu! (x (x, 2), =" (x, 1). 
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Для Е; (х, t) имеем из (7.22), (7.17) * 
ры Oui dul дит дит 


Oxi Oxi axt д ` 


(7.24) 


Компоненты Ui, И; вектора Ц предполагаются заданными в кри- 
волинейных координатах (4'), следовательно, выражения yi; бу- 
дут связаны с дифференцированием Ui, И; по qi. По определению 
(7.21), в котором p=qidgi и согласно (7.23) §=dx=p—dU, при- 
чем dU= (0U/0q‘) dq’, находим 


00 ou 90 aU 


2n7=% agi +94 вии, (7.25) 
где 9 =014; = 0:4". Поскольку на основании (7.3) 
39.50. 2 fOr m бат f OUP Ty mayn 
agt ag! (та,) = agi Gm + U agi ( agi ЕЕ mi) Ч», 


то, обозначая ковариантную производную контравариантного век- 
тора (U™), точнее, контравариантной компоненты вектора U в 
базисе qi, 


т == 9" тут (7.26) 
Vi =— agi Vai? я 
получим выражения частных производных вектора 
[2] 
— === YiU"dm- (7.27) 
94 


Замечательная особенность ковариантной производной — свойство 
свертки с метрическим тензором gm. Если обозначить ковариант- 
ную производную ковариантного вектора (точнее, ковариантной 
компоненты) 


у = = И, (7.28) 
TO 
Чт" =Vi (U" Gt) =Vi 
дул (Ид) = у: И”. (7.29) 


Базисные векторы qi, qi при ковариантном дифференцировании 
также подобны константам. 


* Индекс э в wo! опускаем, так как при дифферендировании по X ясно, что 
ui=ul(x, |). 
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Внося (7.27) в (7.25), получим искомые выражения компонент 


тензора деформаций 6 в любых криволинейных координатах (4:) 
через компоненты вектора перемещения U в этих же координатах: 


N77 =VU + ViUi—ViUmVil™, Тит. (7.30) 
Если какой-нибудь контравариантный вектор, например вектор 
напряжения О”, определен в репере 4; выражением 9”"=О”т а», 


то ковариантной производной его по аналогии с (7.26) называется 
выражение 


9:9" = 29 дну. (7.31) 
99: 
Внося сюда Q™=Q™7q,,, получим 
у: 9" =: (Q""G,)=anViQ"™", (7.32) 


где ViQ"" — ковариантная производная контравариантного тен- 
зора: 


mn 
у Qyt + ©". (7.33) 


Закон движения при t=const можно рассматривать как одно 
из преобразований типа (7.1), причем компоненты ot, of) тензора 
$ в ортогональном репере е; в точке x преобразуются в Si, Si в 
репере 9;, имеющем характеристики Q;j, Ti. Заменяя gi на xt, 
9: на 9;, Gi; Ha gij;, у на Г и считая U', И; компонентами вектора 
Ув репере 3;: 


U=U' (x, д 3; =U; (x, 0 3%, (7.34) 


получим выражение компонент \:; тензора деформаций 6 в виде 
(7.30) и выражения ковариантных производных компонент $1, $8 
тензора напряжений 5 в репере 9; по криволинейным координа- 
там х*: 

95" 


$т = 
Vi a 


+ ST =39nViS™", 
(7.35) 


т + SIP 4 9". 


Компоненты v(x, #), или v;(x, #), вектора скорости частицы 
У в эйлеровом пространстве в декартовых координатах хи ком- 


поненты Uj; тензора скорости деформаций V (§ 5) имеют выра- 
жения 


2 00/0 + домах", (7.36) 
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а вектор ускорения имеет выражение 
м = 4/41 = 0v/dt + v'dv/dx!. (7.37) 
Согласно (7.1), (7.2) репер 9: неподвижен в точке x=const 


пространства наблюдателя, но вектор скорости у=У. в силу за- 
кона движения х=ф(х, #) меняется по #{. Для частицы x=const 


tv) Wola) Vs | gv We 
9 agi ' 


м 
dt dt 
v(x, де, У, =Vs (9 0 a: (9), 
ЕЕ (7.38) 
Vwg=#=[s-1 ee 0] 
XxX] 
Следовательно, 


w= = (Итан) + (УЗИ?) Ins 


или окончательно получаем выражение ускорения в точке х= 
=const в криволинейных координатах (4): 


д АТ 
wig (И a (7.39) 


Пусть теперь v=V(x, Ё) — вектор скорости, w(x, #) — вектор 
ускорения имеют компоненты Vi, wt в базисе э; лагранжевых ко- 
ординат (х) 


Уи (x, 1) VV! (8,1) эх, Vs (% 9! (% 0; 


(7.40) 


Ox ov В = i 
Wine a este (x, t) 9; (x, t) ==, (x, 1) э' (x, 0). 


Найдем выражение ускорения через скорости Vi, У:. Отличие от 
предыдущего состоит в том, что базис 4; был неподвижным в 
пространстве наблюдателя, базис же 9; подвижный. Находим 


О rt 
dx) Wy 4 ye WV 
Oxt ot дк 


д Й 
"(И (x, t) 
_ avi . ‚9 А 
= э:-+У Е (У’э») 


и, следовательно, имеем выражение 


wef OE уу ое 
w= ai +V va") = ei, 
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w= ee УТУ, (1.41) 


которое совпадает с (7.39) при замене 4; на э; и ij" на Tj". 
Найдем выражение производной по времени от тензора дефор- 
мации 6, выраженного компонентами деформации &;;: 


201) (x, = ви— в ED gy (7.42) 


через компоненты вектора скорости (7.40). Получим для фиксиро- 
ванной частицы x=const в репере э; 


Oe; ; (x,t ду ov 
Е г =, ag + OF ог = 810M + ау = 
=WVi + VV; = Vis (x, 9, (7.43) 


где введено обозначение V;;(x, #); или в реперее; 
о Sei (x,t) _ dx ду | dx д 


anos т 


ot Oxi дх! Oxi дм * 


Рассматривая здесь у представленным в репере е; как функцию 
(x, t) на основании закона движения х=Ф(х, #), X=D (x, ft), т. е. 
полагая v=v"(x, t)@m, получим с учетом представления Ov/Ox 
($ 5) 

р) 08; ; (x, t) — 0x _W_ Oxk Ox ду д 


at axt бий oxi’ Oxl дк ды — 


ЕЕ (Ar Ai + AP Al) = (mn -+ Oma) (АР Ay АРА, (7.44) 


где Wmp— компоненты вихря. Вследствие симметрии Ump=VUpm И 
антисимметрии отл = —@»т получим с учетом (7.43) 


ЗУ (к, )=2 EL — о (х, 1) А АТ. (7.45) 


Но согласно (7.21) правая часть этого равенства представляет 
преобразование декартовых компонент Ume(x, #) тензора V к ком- 
понентам в лагранжевых координатах. Следовательно, V;;(x, #) 
(7.43) дают выражения компонент тензора скорости деформации 
в лагранжевых координатах. 

Из (7.13), (7.21), (7.45) следуют равенства 


т 5 
OE = SC pn = Qj, 


7.46 
ote, = SV mn = Qi; sat 
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. 
где Vjj— компоненты тензора скорости деформации, выражаю- 
щиеся с помощью тензора 4:; через ковариантные компоненты 


вектора скорости У;=у4; в репере а; формулами (7.43) 
Wi la, =: НУЛИ. 


Таким образом, построенные на основе цепочек (7.11), (7.21) тен- 
зоры напряжений и деформаций представляют сопряженпые в 
<мысле Лагранжа пары обобщенных сил и перемещений. 


Глава III 


ФИЗИЧЕСКИЕ ЗАКОНЫ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ 
МЕХАНИКИ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ 


$ 8. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 


Основы аксиоматики МСС изложены в $ 3, причем установле- 
но, что произвольная часть среды, заключенная в объеме Уи 
ограниченная поверхностью X, в любое мгновение # находится в 
дипамическом равновесии в смысле Даламбера: сумма всех мас- 
совых сил (включая силы инерции) и сил, действующих на по- 
верхности У, равна нулю. Если плотность среды р, массовая сила 
Р и ускорение каждой частицы W в момент # известны, TO объем- 
ная сила, действующая на массу в объеме AV, равна p(F—w) dV; 
эта сила, проинтегрироваиная по объему У, в сумме с проинте- 
грированной по поверхности Х силой PMdd, действующей на пло- 
щадку dX с нормалью у на Х, равна нулю. Значит, при составле- 
нии уравнения движения среду в объеме У можно считать «замо- 
роженной», т. е. считать ее абсолютно твердым телом, на внут- 
ренний единичный объем которого действует объемная сила 
2 (Е—м№), а на поверхности — распределенный вектор силы с плот- 
ностью PC) на единицу площади. Поэтому в векторной форме 
уравнение движения массы любого объема У с соответствующей 
поверхностью Х имеет вид 


{ o(F—w) dV+-{P dz=0 (8.1) 
У = 


в любой системе координат. Эта система может быть криволиней- 
ной, неподвижной в пространстве наблюдателя или движущейся 
и деформирующейся лагранжевой, может быть вообще как угод- 
по движущейся и деформирующейся во времени, если силы PF,— 
—pW заданы в инерциальной системе. Но если не задать метри- 
ческого тензора и базиса координатной системы, а также вектора 
РС) в виде линейной функции нормали v (7.6), то из (8.1) нельзя 
получить дифференциальных уравнений движения. 

Для определенности сначала рассмотрим уравнение движения 
среды в базисе э; лагранжевой системы координат (х’) с метри- 
ческим тензором Qi; и символами Кристоффеля rh. Вектор силы 
РО) в нем имеет выражение 


р —Siy, = 5,9, Vj, =VI;. (8.2) 
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По теореме Грина — Остроградского 


\ sv, => dV, (8.3) 
= 


и потому из (8.1) получаем для любого объема У, взятого внутри 
области движения среды, 


{fo F—w) + viS‘] dV=0 (8.4) 
у 


и, следовательно, получаем дифференциальное уравнение движе- 
пия в векторной форме 


р (w— Ву ЕТ. (8.5) 
Отметим справедливую в любой криволинейной системе коорди- 
нат формулу Вейла (g=|gii|, 9=|qi|,---): 
ip 1 ove jt yt — | 99 
Г Г Va ‚ Oni = Pri = V9 ддт press (8.6) 


на основании которой свертка ковариантной производной векто- 
ра папряжения $1 (и любого вектора) записывается в виде 


— an Ee 0 oO д № / 8 
WS'= ух (VES), WA ae (Va)... 8.7) 
Таким образом, уравнение движения имеет вид 
oe (w—F) = 9 (5) = 9,5" = 95, (8.8) 


We axm 

сохраняющийся в любой криволинейной системе координат, если 
определитель &, производная Vm и вектор $” взяты в этой систе- 
ме. Выражение, стоящее в правой части уравнения (8.8), не зави- 
сит от системы координат и представляет вектор, называемый ди- 
вергенцией тензора напряжений $ 

Специфика лагранжевой криволинейной системы координат 
(x') состоит в том, что при {=& она является декартовой, т. e. 
при #=4, &:=8ь, &=|8:|=1 и закон сохранения массы имеет 
вид pYZ=po ($ 4,5). В этой системе координат уравнение движе- 
пия принимает вид 


(ив) =-9— om (VES). (8.9) 


В репере e;, в котором in F=X'e;,, ис учетом выраже- 
ния (6.22) компонент условных напряжений (А=7а) 


Sn = Sng, == т/А == te, /A, (8.10) 
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уравнения движения будут 


—X)=—— (AS”) = . 
0p (#—X) = (45) т; 
(8.11) 
Уй.— о д mi iy — oem 
Py (x = Sar (AS Ai) = Sar 
здесь: 
= te yet i__ | Out г. 
х==х и, *=u, Авт , (8.11) 


причем и(х, #) — вектор перемещения. Эти уравнения связывают 
между собой закон движения х=х (х, ¢) и тензор напряжений, вы- 
раженный его компонентами $=5Я или Ё”", так как силы 
Xi(x, ¢) считаются заданными; определитель А выражает плот- 
пость 


рыр= A= Aj. (8.12) 


В эйлеровых декартовых координатах (x‘) метрический тензор 
равен 6;;, символы Кристоффеля равны пулю, тензор напряжения 
$ бпределяется вектором истинных напряжений ($ 6) o'=o%e;; 
заменяя в (8.8) 8—1, $10, x™>x™ и ускорение w на dv(x, ¢)/dt, 
получим динамические уравнения Эйлера— Коши: 


ею 


(8.13) 


dut ды dots | 
Вей i) = ie 
o( at al аз + OX 


К динамическим уравнениям в эйлеровом пространстве следует 
присоединить закон сохранения массы (3.5), $ 5 


2 div ov) — 24. 260) _ 
ai +div(pv)=0, или a + at 0 (8.14) 


и часто используемое в гидродинамике тождество Громеко—Лем- 

ба, дающее повую форму представления ускорения 
dv (x, t) ду 
dt ot 


Ww 


+ 5 grad у? — v xrot v. (8.15) 


Вводя вместо тензора напряжений девиатор напряжений Dg и 
среднее гидростатическое давление ($ 6) 3p=—o5;;=—30, пре- 
образуем (8.13) к виду 


LAs a grad v?-+ | grad p—F=v x rot v-+— div Dg. (8.16) 
ot 2 р р 
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то динамическое уравнение Эйлера—Коши и уравнение сохране- 
ния массы принимают простой вид 


ар 
BY =50; Р(р)= ‚ Е= — стад, 
ot ®) j р (Pp) ae 


то динамическое уравнение Эйлера—Коши и уравнение сохране- 
ния массы принимают простой вид 


grad (S+PO+)=vxrotv+ + divBs, 


(8.16’) 
ЧУ р (P)=0. 


В произвольных криволинейных координатах 4', связанных с 
x! заданными соотношениями (7.1) и, значит, неподвижных в эй- 
леровом пространстве, уравнение движения получается из (8.8) 


заменой э:>4, By > ди, в—9=19|, Tryin S>Q, в ре- 
зультате чего 


Иан) (VG 9") = VG Vn”. (8.17) 


Компоненты ускорения в репере 4; даны формулой (7.39), компо- 
ненты F обозначим Р'=Р@, компоненты вектора напряжения 9” 
определяются выражением 9”"=0””"4»„; производные 


VQ" = Vn", 
VQ == oo = Quy, + Ч. 


Умножая (8.17) на qi, получим уравнения 
pat =p (SE +Viv,V!) = 9 + oF, (8.17) 


где У'(4, #) — контравариантные компоненты вектора скорости 
v(x, t)=V(q, t) =Viqu. 

На основании уравнения движения получаются общие теоре- 
мы о движении конечной физической массы т; объема У; сплош- 
ной среды и массы в фиксированном объеме У эйлерова про- 
странства. 

Умножая обе части уравнения (8.13), записанного для точки 
x, на аУ=ах'Ах? 4х3 и интегрируя по объему V=Vyz, получим 


ры a= ‘eu Soe di) ear (ont (8.18’) 


& 


где п=о — нормаль к поверхпости Ув рассматриваемого объема, 
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п: — ее косинусы с декартовыми осями х", причем o'n,= PC) — век- 
тор напряжения на поверхности. Учитывая возможность перехода 
к лагранжевой системе, на основании закона сохранения массы 


о4У=рь VgdV=p,dV,=dm, получим 
av — dv — 4 _ 4 
{= pdV= jar аУ, = 7 {vr dV,= ” seam 


у 
Е Vg Vg 


Следовательно, из (8.18’) получаем теорему об изменении коли- 
чества движения массы ти: 


a [oF dv+ (Pde, Q= руду. (8.18) 
Vg 5. Vy 
Отметим вытекающее из (8.14) тождество для любой функции 
2(x, |: 


dz _ 9 (p2) iz = 0 (02) ; 
Е ЖЕ г (ро!) < + div (pvz). (8.19) 


Применительно к неподвижному объему У с поверхностью Ув 
эйлеровом пространстве, заменяя в (8.18’) У,—У, УХ;—Х и учиты- 
вая тождество, получим другой вид теоремы: 


{ pu'ny dS + | ae dV = (oF dV + \ р ах. (8.20) 
$; у у $; 


В случае установившегося движения среды пропадает второй 
член левой части уравнения, и при отсутствии массовых сил (Е= 
=0) в виде 


{ (po'nw—P™) ах =0 (8.20') 
р 


эта теорема имеет многочисленные приложения для оценок сил и 
скоростей. 

Для фиксированной массы среды в объеме И, теорему о мо- 
менте количества движения получаем в виде 


= С Natale (8.21) 
Vg zy 
где кинетический момент массы Mg 
G=\ ухлрау. (8.21) 
Vg 
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Для массы М в фиксированном объеме V эйлерова пространства 
в момент Ё из (8.21) получим с учетом (8.19) 


16 _Г dv —(2 д i Ls 
и ое = ret | si (pu'v xx) dV 


—{ov'vxe; dv—=(Fxxpav-+ [Px a2, 
у у = 


откуда находим окончательно 


< (pv x.x) dV + \ (роту — хх dx—( pF xxdV=0. (8.22) 
= У 


Для неподвижной области У при установившемся движении и Е= 
=0 получаем 


\ (ov'nyv—P™) хх а5=0. (8.22') 
= 


Следствием уравнения движения является теорема о кинетиче- 
ской энергии, называемая иногда законом сохранения механиче- 
ской энергии. Умножим дифференциальное уравнение движения 
частицы (8.13) на элементарное перемещение 6u=v6t и проинте- 
грируем результат по объему У среды, ограниченному поверх- 
ностью У 


{ [2 (F —w) vot + = voi | ‘dV=0. (8.23) 
у 


Величина рРубЁ=рЕби представляет работу массовых внешних 
сил в единице объема. Преобразуем остальные слагаемые соотно- 
шения (8.23): 


pwou=p — vot 8 (v4), 
at 2 


i р ‚ Ovi 
у 90° —_9 giyy— git 22, 
дж Oxi Axi 


Последнее выражение можно упростить, учитывая симметрию тен- 
зора напряжений и тождества ;;+о;;=901/0х). Так как компо- 
ненты Ui; тензора скорости деформаций симметричны, а компо- 
ненты тензора вихря Wi; антисимметричны, то дю ==0. 

Скаляр, одинаковый во всех системах координат (7.46) 


i Oat 


ae (8.24) 


R=Q1 = о, =S4V = 
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представляет объемную плотность мощности. Следовательно, 


\ aot 64 ar ao ('v) ha Rot iti os dt | ВЫ dV, 


Oxi 


причем o-n;=P)— вектор внешнего напряжения на поверхности 

У, и потому o'n;vét=PSu есть работа внешней силы, приложен- 

ной на единице площади поверхности, на перемещении би (п=у). 
Из (8.23) теперь получаем 


{ > 96 (у?) dV + { R6tdV= {Fv 8t dV +- | Py 8¢dB. (8.25) 
у у у bY 


Для фиксированной в движущемся объеме У, массы, т. е. при 
edV=podVo, область интегрирования по ро4У, при движении cpe- 
ды остается неизменной, знак вариации (дифференциала по вре- 
мени) в первом интеграле можно вынести: 


a 2 a, г 2 —_ Г ри ev? 
{ + 05 (v4) dV—= Г-- 8) py dVo 6 | > ро —8 | = dV. 
Vg ve и Vg 


Обозначим кинетическую энергию среды в объеме Vy через 


K= (> ру? ау, (8.26) 
Vg 


работу тензора напряжений за время 6¢ с учетом того, что 
52 
об ввел, через 


sw — \ выау= J Qiv,,stav=\ века" (8.27) 
Vg Vg 


Vg 
и работу внешних сил за время Of через 
5А= \ губу + \ Pv 6 dd. (8.28) 
Vg 7 


Из соотношения (8.25) имеем теорему: сумма приращений кине- 
тической энергии и работы напряжений фиксированной массы 
среды за время 6t равна работе внешних сил на соответствующих 
перемещениях 


КЕ =6 А. (8.29) 
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Штрихи у выражений 5’, 5’А означают, что они не являются 
дифференциалами каких-то функций, хотя область интегрирова- 
ния У, в лагранжевых координатах не изменяется, например 


= { st бер dVo. (8.30) 
Vg 


Только в том случае, если существует потенциал напряжений Ф, 
зависящий только от деформаций г:;, так что 


величина 6’W будет дифференциалом по времени от W(t), назы- 
ваемой потенциальной энергией тела: 


бу, w= \ Фрау, = | pod. 

0 У, 

Vg Е 
Если при этом и внешние силы (Е, Р®) имеют потенциал, так что 
6'А=6А, из (8.29) получается интеграл энергии: 


K+ W—A=const. 


Как увидим позднее, потенциал Ф(г:;) и интеграл энергии могут 
существовать при некоторых процессах движения идеально упру- 
гих твердых тел и идеальных сжимаемых жидкостей и газов. 

Уравнение сохранения массы в лагранжевых координатах (в 
Л) p¥g=pA=po и в эйлеровом пространстве (в Э) (8.14), диффе- 
ренциальные уравнения движения (8.8) в Ли (8.13) в Э, теоремы 
06 изменении количества движения и кинетического момента 
(8.18), (8.21) B JI (8.20), (8.22) в Э и теорема о кинетической 
энергии (8.29) в Л и Э записаны соответственно для бесконечно 
малой (pdV) и любой конечной массы среды в объеме У) с по- 
верхностью Lg, являющихся совершенно произвольными. Пользу- 
ясь этим произволом, можно получать точные постановки и реше- 
ция задач, например, только на основании теоремы (8.20), учиты- 
вая симметрию тензора $# (1=1, 2, 3). 

Но можно записать вариационный принцип Лагранжа—Га- 
мильтона для всей изучаемой области движения среды, на поверх- 
ности Х которой задан вектор напряжения PC) (на части Х,), пе- 
ремещения ц, (на другой части Х„, не пересекающейся c Ls) 
и т. п. Умножая (8.8) на произвольный вектор n(x, #), который 
называем вариацией истинного вектора перемещения u(x, t)= 
=х(х,  —х, и интегрируя по объему У, получим соотношения 
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— \ пуб ду = ря) 14" (ev), (8.31) 
У У 


$ ==Р® (xed), и=иы (хе). (8.32) 
Уже известным приемом левая часть (8.31) преобразуется к виду 


— } sivndd +f Synav. 
= у 


Получаем, с учетом (8.32), вариационный принцип 
\ RG, 9) av=fPyaz+\o(F—w) adv, (8.33) 
м = у 
RS, )=S'ym=Sny, пи= 3 (уму), = (8.34) 


— работа внутренних сил на вариации перемещения в единице 
объема. 

Пользуясь произвольностью вектора т (х, #) в заданном У и на 
заданной У, из (8.33) можно вывести уравнение (8.8) и так назы- 
ваемые естественные граничные условия: 


{ (Sv, —P™) пах. (8.35) 
= 


Из них следует, конечно, что вектор 1 должен быть выбран Tak, 
чтобы n=0 для хЕХ и; на Х, из (8.35) следуют условия (8.32). 

Постановка задачи МСС с помощью вариационного уравнения 
(8.33) называется обобщенной, так как решение определяется в 
более широком классе функций сравнительно с решением на осно- 
ве уравнений (8.8) и условий (8.32). 
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Дифференциальные уравнения движения (8.8) в Ли (8.13) в 
Э являются дифференциальными в частных производных по коор- 
динатам первого порядка относительно тензора напряжений S 
(его компонент в ЛиЭ), второго порядка по времени относитель- 
но перемещения (х=0?и(х, ¢)/Ot?) в Л и первого по времени и ко- 
ординатам относительно скорости (4у/4=ду/0Ё+ vidv/dx') в Э. 
В них входят неизвестные: скаляр р, вектор и==х(х, t)—x B Л, или 
v(x, #) — в 9, и симметричный тензор $ в Л или 9. Для плотности 
р имеется условие сохранения массы (8.12) в JI," или Op/dt+ 
+div(pv) =0 (8.14) в Э. Таким образом, для 10 скалярных функ- 
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ций имеется 4 скалярных уравнения, т. е. система неопределенная. 

Подчеркнем, что дифференциальные уравнения движения 
(8.13) по существу справедливы и записаны в инерциальной де- 
картовой олстеме координат (х:), которую считаем неподвижной 
(см. $ 22). Совокупность этих координат и классического времени 
t B МСС называется эйлеровым пространством Э, если в любой 
его точке (x=x'e;, #) определена непрерывно дифферепцируемая 
по (x, f) вектор-функция поля v(x, 1), называемая вектором ско- 
рости среды в (x, ¢), которая в любой момент { множеству точек 
х ставит в соответствие множество х=х этого же неподвижного 


пространства в начальный момент #=® по закону преобразования 
ЭЛ: 


x= (x, В 1); [= х=х; 


4% vq, 9. (9.1) 


По свойству v(x, ¢) решение х=ф(х, {) удовлетворяет условиям 
$ 3, причем x(x;) называется лагранжевой координатой зафикси- 
рованной в момент & физической точки среды (частицы). 

В Э рассматриваются различные скалярные z(x, #, векторные 
2(х, ¢), тензорные 2(х, t) функции поля, которые все преобразу- 
ются к JI на основании (9.1). Декартовы в момент #=® «вморо- 
женные» в вещество координаты (х;) образуют криволинейную 
пространственную систему координатных линий и поверхностей с 
непрерывно меняющейся во времени #>4 геометрией. Вещество 
не может сходить с линий и проникать сквозь эти поверхности. Три 
вектора репера 9;(x, #) при x=const в Э показывают всю кинема- 
тику защемленной в нем физической частицы, а метрический тен- 
зор &:;,=9:э; — относительные смещения по ¢ непроницаемых гра- 
ней косоугольного параллелепипеда, заключающего частицу. 

Естественно, что если как-то исключить поток немеханической 
энергии через грани частицы (т. е. тепла, тока, потока нейтро- 
Hos...) *, то реакция частицы в виде тривектора сил —P* (а=1, 
2, 3), действующих на грани параллелепипеда со стороны вещест- 
ва частицы (изнутри), т. е. тривектор напряжения $1(х, ¢) в мо- 
мент { будет зависеть от процесса изменения метрического тензо- 
ра gi;(x, #) =9;9; в интервале времени < т<Ь что, опуская аргу- 
мент X=const, запишем в виде 


$" (Q)=FF (Gan (1)) = SF (Gav (1) или $, (И =4Ра (us), БТ Ь 


9 = (ga) = (вн, Boa Bas» Gia» @а» 8) (=I, 2, 3). (9.2) 


a Предполагаем, что эти потоки заметно не изменяют массы частицы. 
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Здесь FF (ga (t)) — присущий физической природе вещества 
вектор-оператор по времени т, действующий на метрический тен- 
зор, причем $“ ==5 9, Fi =F? 9, так что (9.2) означают 


SH (= (вов (9), Зи OH ITS miGni =F ty (Gar (9). (9.3) 


Тривектор 9;(f) позволяет построить бесконечное множество 
единичных ортогональных реперов k;(t), однозначно ориентиро- 
ванных в частице x=const. Назовем у-физически ориентирован- 
ным репером k;, такой, что при любом {# вектор ka совпадает с Ha- 
правлением физического волокна 9,, № лежит в плоскости воло- 
KOH (9c, 9в), К, направлеи по 9": 


ых к 
Е у — аа в Supra =. k= ca (9.4) 
Bis V aa (вн — 220) 


При движении частицы х этот репер вращается как твердое тело 
в Э с некоторой угловой скоростью ({), однозначно определяе- 
мой 9;(t) и э:(1); но ее модуль ©» (1) не выражается через Eav(t), 
Zav(t). Если соотношения (9.2) переписать, например, в виде 


S* ()=9/ (1) FF (9, (®, э. (т), 9(1)), (9.5) 


то комбинации аргументов операторов М, т.е. 9;(t), 8; (т)..., 
образующие ©,(т) или любую другую, отличную OT Zav(t) (9.2), 
BF?! входить не могут, если 0,520 в К; (при Q.=0 главные оси 
деформации вморожены) , т. е. 


F (3, (1), э, (т), 9g (1)) = (Lay (1). (9.5') 


Сплошная среда ориентирована в инерциальном (неподвиж- 
ном) пространстве Э, если в начальный момент {= некоторая 
точка среды, например х=0, неподвижна и у-ориентированный 
репер К; (9.4) совмещен с неподвижным ортонормированным ре- 
пером 9, т. е. е; (#) =е; (т) =е; (5). В любую точку x и в любой 
момент # этот репер е; может быть параллельно перенесен; следо- 
вательно, вместе с точкой x=const движутся поступательно — де- 
картов репер e;(¢), вращающийся в нем у-ориентированный орто- 
ее репер К;(!) и физический деформирующийся репер 
a5 t), 

При всех перечисленных условиях в Э справедливы уравнения 
движения в виде (8.13) или преобразованные на основании (9.1) 
к лагранжевым координатам — в виде (8.11). Соотношения Tuna 
(9.2), (9.3), в Л, связывающие тензор напряжений $ с тензором 
деформаций 6 = (9—1) /2, называются определяющими ($ 10); они 
в принципе могут быть преобразованы в Э на основании (9.1) с 
использованием преобразований § 7. Соотношения (9.2) делают 
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систему (8.11), следовательно и (8.13), замкнутой, поскольку 
81, (х, Й выражаются через x(x, #), в; = (дх/дх:) (дх/дх;), а следо- 
вательно, (8.11) на основании (9.2) представляет одно векторное 
Функциональное уравнение no (x, t) для одного вектора x(x, 1), 
которое с учетом (4.15) принимает вид 


0p (Х (x, )—F)=ViSi G(x, 9) (9.6) 


Если в (9.6) оператор S:(@(x, 4)) известен, то в любых B3a- 
имно однозначных системах координат х”={(х, #), Р=Ь например 
при аффинных преобразованиях системы Э 


x/=G(t)x, Г (9.7) 


из (9.6) получим правильные преобразованные уравнения: хоро- 
шо изучены в аналитической механике преобразования ускорения 
w=dv/dt к неинерциальным системам. Наиболее сложным будет 
преобразование оператора (9.2), на первый взгляд кажущееся 
элементарным, так как рассматривалось только для сильно идеа- 
лизированных моделей жидких и твердых тел. Реально же в 
окрестности любой физической точки среда может быть анизо- 
тропной как по механическим, так и по тепловым и электромаг- 
нитным свойствам при (=, изменять свою анизотропию (коэф- 
фициенты упругости, вязкости, тепло-электропроводности, пьезо- 
электрические и много других констант) в процессах, идущих на 
интервале fo<t<t. Именно потому и потребовалось ориентиро- 
вать в среде координатные системы Э и Л, вморозить в точке х 
при #{=& деформирующийся с окрестностью репер э;, построить 
у-ориентированный в ней ортопормированный репер k;, с тем что- 
бы убедиться, что геометрическая ориентация любого материаль- 
ного элемента внутри физической окрестности относительно дви- 
жущегося у-ориентированного ортогонального репера в_любой 
момент т> К определяется только метрическим тензором Я (х, f). 
Это и привело к выводу о существовании оператора (9.2). Проб- 
лема определяющих соотношений рассматривается в $ 10, но яс- 
HO, что она связана с различными процессами. 

Естественно, что физический процесс деформации, происходя- 
щий в окрестности фиксированной точки X=const с течением вре- 
мени t>lo, сопровождается теплообменом, облучением, электро- 
магнитными явлениями (гл. I, III, IV, У), т. е. характеризуется 
скалярными и векторными однородными по х парами функций 
времени {: Т, п (температура, энтропия), g=gradT7, 4 (тепловой 
поток), Е, О (электрический вектор, вектор индукции), Н, В 
(магнитный вектор, вектор магнитной индукции); их совокуп- 
ность называем параметрами В(т). Пара механической природы 
6, $ (известные тензоры) наиболее многомерна, так как каждый 
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из них определяется шестеркой функций е1;(т), $1 (т) и потому 
определения функций и функционалов, построенные на 6 и $5, по- 
ясняют процедуры для всех В (т). 

По определению в окрестности точки x=const (иначе — для 
физической частицы) задан процесс деформации, если тензор де- 
формации для этой точки задан в виде непрерывно дифференци- 
руемой функции времени 


=const: 6=6 (т), t<t<t. (9.8) 


В различных частных движениях среды реализуются различные 
функции (9.8); и в рассматриваемом классе непрерывно диффе- 
ренцируемых по т на них не накладывается ограничений. 

Аналогично в окрестности точки X=const задан процесс нагру- 
жения, если тензор напряжений для нее задан в виде непрерывно 
дифференцируемой функции времени 


x=const: 5=5(т), to<r<t. (9.9) 


Тензор S(t) определяет напряженность окрестности точки х, в 
частности конфигурацию результирующих векторов напряжений 
по граням рассмотренного параллелепипеда в момент т, а процесс 
(9.9) — эволюцию этих векторов во времени на движущихся гра- 
HAX. » 

Пусть 2 — какой-нибудь из симметричных тензоров 6, $ и дру- 


гих, которые могут быть построены Ha базе 6, S (например, тен- 
зор скорости деформаций 7), и пусть задан процесс 


x=const: 2=2(т), to<t<t, (9.10) 


который однозначно определяет в этой же точке другой тензор У 
и, следовательно, другой процесс Y(t). При этих условиях значе- 
ние в момент т={ объекта Y(t) будем называть функционалом 
процесса 2(т), или оператором над процессом 2(т), и записывать 
его в одном из видов 


7(1 =91(2(т), Ь t) =9(2(“)) =7(2). (9.11) 


В (9.11) в скобках, содержащих тензор-аргумент Z(t), следовало 
бы выписать тензорные аргументы-константы, если при т=& они 
заданы; для простоты полагаем, что их нет, а единичный тензор Г 
не выписываем. В теории термомеханических свойств различных 
сплошных сред задача аналитического представления функциона- 
лов (9.11) — одна из основных. 

Практически все твердые тела, например в некотором интерва- 
ле температур Т<Т*, деформаций |e:;|<6* и времени t—tp<t* с 
высокой степенью точности — упругие, т. е. опыты показывают, 


5 А.А. Ильюшин 
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что для изотермических процессов (T=const) значение тензора 
напряжения в момент { является просто аналитической функцией 
значения тензора деформации в этот же момент 7. 

При аналогичных условиях многие жидкости — вязкие, т. е. 
опыты показывают, что для любых изотермических процессов S(t) 
зависит только от V(t). 

Таким образом, простейшие функционалы (9.11) представ- 
ляют функции, содержащие кроме 2 только единичный тензор- 
константу /, 


Y ()=F'! (Z()) =F (2), (9.12) 
называемые поэтому изотропными. Дифференциалом такой функ- 
ции, естественно, называется 


7 11.99 ‚ 
Wy = da = т 42, (9.12') 


и потому, если дан еще тензор Х=(Х:;) с матрицей ||X,;|], то 
определен оператор 


ы a 
AF (2) 5х, 
dZ 92; 
Называется и-й степенью симметричного тензора Z симметричный 
тензор: с компонентами 


2 ((2')и), (2) =ZimZmyn, «+» 2m (9.13) 


Если. обозначим = (6, G2, $3) главные значения тензора 2, опре- 
деляемые как корни характеристического уравнения ($ 4, 5) 


12-6 =— а — 66 c=0, 
а=2/6и= > Gas b= (8 —ZyZu=Y abr ey es 


m=1,2,3 


то тензор 2 удовлетворяет кубическому уравнению Гамильтона— 
Kaan: 


inal” 


Zs a2*—bZ +cl, (9.13) 


которое на основании обозначений (9.13) есть просто алгебраиче- 
ское тождество. Следовательно, 


а"! 62"? 4.cZ"-> (9.13”) 


и потому всякая функция тензора 2, выражающаяся полиномом 
по 2, представима квадратичным полиномом 2: 


FQD=hl+hZ+he, (9.14 
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причем р, fo, fs зависят только от а, В, с, т. е. от корней (51, 5», Ea). 
Явное выражение f, (R=1, 2, 3) через F и & представляет ин- 
терполяционный полином Лагранжа (а, В, у — четная подстановка 
индексов 1, 2, 3): 


20-е. (9.14) 


a=1,2,3 


При этом предполагается, что все корни &; различны. Можно pac- 
крыть неопределенности в случае равных корней и таким образом 
дать определяющие соотношения для изотермических процессов 
в нелинейных изотропных упругих телах и вязких жидкостях. 

Однако те же твердые и жидкие тела при более высокой тем- 
пературе или больших деформациях и скоростях, или в большем 
интервале времен, или при необходимости более точного отраже- 
ния законом типа (9.11) физических их свойств, или при всех пе- 
речисленных условиях обнаруживают свойства, заметно или очень 
существенно отличающиеся от описываемых формулами (9.12), 
(9.14). Поэтому, учитывая разнообразие твердых, жидких и газо- 
образных Ten, в МСС необходимо рассматривать функционалы 
весьма общего вида. Однако можно внести некоторую определен- 
ность, возникающую в связи с особенностями задач МСС и с фи- 
зическими свойствами многих сред. При этом необходимо учиты- 
вать, что тензор 6 почти при всех #{ — непрерывно дифференци- 
руемый по Ёи даже дважды непрерывно дифференцируемый. 

Во всех случаях функционал (9.11) можно рассматривать как 
предел функции многих переменных: интервал {—& разбивается 
на п отрезков At=Tryi—tn (R=0, 1, 2,...,2—1), to=bo, tr=t, бе- 
рется набор значений 2,=2(т,) и рассматривается некоторая 
функция 


Y,=J (4, 2» wees 2,). (9.15') 
Утверждается: для функционала (9.11) найдется такая функция 
л переменных (9.15’), что существует предел 


lim 7, =" [Z (%)] (9.15) 


и что функция (9.15’) при конечном п может быть аппроксими- 
рующей для 7(2). Значение функции Z(t) при т=т„ есть линей- 
ный функционал 2 (т): 


t 
Z,=Z («= 79 8—1) de. (9.15") 


Следовательно, функционал (9.11) есть функция линейных по 
2 функционалов и представляется непрерывным функционалом. 


Re 
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Далее, функционал (9.11) при 7=5 и Z=6 может быть непре- 
рывной и даже непрерывно дифференцируемой функцией пара- 
метра {. 

Функционал (9.11) может иметь, дифференциал Фреше, т. е. 
для любых заданных 6(т) и 66 (т) = 6! (т)—6 (1) с нормой 
166 |< А разность 


$: [8, ()]—S [6 (т) =83 0) 


отличается от линейного по 66 функционала на величину поряд- 
ка о(А). Следовательно, при А->0 65 может быть представим в 
виде интеграла 


t 
85 (t= { 68 (2) dK, 2), (9.16) 
ty 


где. К, — некоторый функционал 6, определяемый функционалом 
5(6). = 

Для аналитических процессов деформации, когда 6 (т) пред- 
ставим рядами Тейлора, например 


8+0 0+... 


где 6 (И, 6 (t),...— производные 6 поёт. е. скорость V, ускоре- 
ние Г ит. д. в точке f, функционал напряжения S может пред- 
ставлять универсальную для данного вещества функцию произ- 
водных 6 (t) по ft: 


$0 =$ [F =O, FO, 80, ...), (9.17) 


причем его можно аппроксимировать функцией некоторого конеч- 
ного числа производных. 

Некоторые из перечисленных ниже свойств функционала 
(9.11) являются типичными. 

Оператор (9.11) имеет обратный взаимно однозначный, т. е. 
из (9.11) следует существование единственного обратного опера- 
тора 2' [У (t)]. 

Функционал $ — аналитический и может быть представлен в 
виде суммы многократных интегралов 


со t t t 
$=У 3,0) 5,0= dr 4... {Kn Ty wees TST). 


... E(t) dtp, (9.18) 
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причем K, — некоторая матрица-функция (функция памяти) n+1 
переменной т», Ь универсальная для данного вещества. В частно- 
сти, в МСС существенно используется линейный функционал 


SW) = | K, (t, 0) 8 (1) de. (9.19) 


Построение конкретных видов функционалов (9.11) для pas- 
личных сред представляет одну из фундаментальных проблем со- 
временной МСС. 

Операции дифференцирования и интегрирования тензора по 
параметру # в лагранжевом и эйлеровом пространствах являются 
основными в теории процессов. Пусть в движущейся фиксирован- 
ной точке среды х=сопз{ и ее фиксированной окрестности (X+ 
+dx) даны тензор 2(#) и зависящая от времени инвариантная 
квадратичная форма gz(t), имеющая определенный физический 
смысл: 


фа (t) = Zyjdxidx! =z,;dx!dx!, (9.20) 


где Z;;(x, #) — ковариантные компоненты в лагранжевых коорди- 
натах; 2;;(x, #), или, что то же, 21 (х, #) — компоненты тензора 2 
в декартовом базисе е; пространства наблюдателя, и в силу зако- 
на движения х=х(х, ft), dx== Ащке,. Применительно к тензору 
деформации. 6 (9.20) является квадратом длины фиксированного 


начального волокна §=dx в момент {, т. е. волокна dx= dx'e,= 
= Даже: 
Фр = р*== виажах!=6ахах!, (9.20') 
или 
Pe = p?— @=2ах‘4х!=2Е ах‘ а». (9.20") 


Можно рассмотреть физическую площадку, нормальную к во- 
локну 4х=Е в момент f, т. е. к волокну p=dx=a,dx' Нормальное 
напряжение на такой площадке согласно (6.10), (6.38) удовлетво- 
ряет уравнению 


Монти, = 5 уу, (9.21) 


причем 


г p=|dx|, m= = = п». — (9.21) 


Отсюда с помощью gis, gi; получим связь между компонентами 
5 в лагранжевых и эйлеровых координатах 


041A А = Sean == ЗА Gi in= Set Вы вл. (9.22) 


134 Глава II], Физнческие законы и постановка задач MCC 
Умножая (9.21) на р?, получим (9.20) для Z=S: 
Qs = p'Np= 01 ,dx'dx! = Зак ах, (9.23) 


причем последнее равенство и непосредственно получается из 
(9.22) умножением на 4х”4&”. 

Формулы (9.22) верны для любого симметричного тензора 2 
в координатах (х) и (х): 

ат А = Zn Z! gmt@in= 2n-Bin=Zingmi- (9.24) 

В (9.20), (9.24) 2; даны как функции x,t; т, Z'!, 24, 21. — 
как функции X, {. 

Дифференцируя скаляр $.(#), (9.20) по $ получим снова ска- 
aap Ф. (#), т. е. скорость 


$. (j= ак == Zydxtdx!, (9.25) 


Следовательно, по обратному признаку 2:; — ковариантная ком- 
понента J;; некоторого тензора J, называемого ковариантным тен- 
зором скорости тензора 2: 


=. № » 0 
JZ, Ли=бие би. (9.26) 


Обозначая yi; компоненты J в декартовых координатах простран- 
ства наблюдателя, ‹ в соответствии с (9.20) скаляр g,(t) =9-(t) 
можем записать в двух видах: 


Qy= J иах‘ах! == ушах‘ ХИ. (9.27) 
Выражения компонент у.; получаем непосредственно путем диф- 
ференцирования по # при x=const скаляра (9.20) 
ф. (= ам, 
в котором 


дя 


dx*, 
Oxk 


2и==2 (x, 1), ах= 


Обозначая по-прежнему через у^=и» декартовы компоненты век- 
тора скорости у(х, #, имеем 


42] 92 921 __ aziz 921] 
и —— И у М = м 
dt ot a Ox ot + Oxk 
ду 


4 ро 99° 
at (dx!) xk a oxm si 


$ 9. Процессы деформации, нагружения и другие 135 


Следовательно, 
| i 
y= фи! ги see dad! + 2y о dad! a 
__ [| 421 ду" дит Lgl 9.95" 
= (Se ат Sy tem aa ) зе. (9.25') 


Сравнивая это выражение с (9.27), находим компоненты y;j, KOTO- 
о 
рые обозначим также 2;; (2;; с кружочком сверху): 


дот 
дж‘ 


0 42] дут 
2,2 a 9.28 
ии, тр tem (9.28) 
Очевидна симметрия: из 24;=2; следует у;=ул. Следовательно, 
правило дифференцирования ф. (2) (9.20) по ft: 


. . 0 
ф.== (к, t) dxidxi=2,y (x, t) кам. (9.29) 


Повторное дифференцирование по времени ¢ скаляра (9.20) 
приводит к тензорам, являющимся соответствующими производ- 
ными. тензора 2. Например, 


oo ра . 0 
фи бака = Jdxidx! = y,jdx'dx!, (9.29') 
причем Zi; являются ковариантными компонентами тенора уско- 


рения J=Z в лагранжевых координатах, а компоненты yi; нахо- 
дятся при замене букв в (9.28) 2; на у;; и подстановке в получен- 
ное выражение вместо Yi; их выражений (9.28). 

Операция интегрирования выражения (9.20) по Ё в лагранже- 
вых координатах приводит к тензор-интегралу тензора 2, причем 
ковариантные его компоненты равны 


{Zu (x, 94. 


Представление этого тензор-интеграла в эйлеровом простран- 
стве сложнее. Пусть дан тензор J его квадратичной формой фу 
(9.27), и пусть для определенности необходимо построить тензор- 
интеграл от J, обращающийся в ноль при t=ty. Интегрируя (9.27) 
и учитывая (9.26), получим 

t t 

+, (t) Brest | deel т) dt=Z,,(x, t) dx‘dx! =y,,dx‘dx!, (9.30) 

ty О 


причем 21; (х, to) =0; й:; обозначены компоненты в эйлеровом про- 
странстве. Из сравнения (9.30) с (9.20) заключим, что 


Чи=ги (9.31) 
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и 2; (х, t) определяются по заданным v(x, #) и yi;(x, t) линейны- 
ми дифференциальными уравнениями (9.28) и начальными усло- 
виями (i, j=1, 2, 3) 

t=t, «=x, 2(х, t)=0, (9.32) 
т. €, компоненты §;;=2,; явно через yi; не представляются. Вопрос 
о повторных тензор-интегралах решается аналогично. 

Для квадрата длины волокна ф›=р? (9.207) компоненты тензо- 
ра 2 представляют собой ковариантные компоненты метрического 
тензора в лагранжевых координатах 2;;=g83;=54;+2ei; и 2; = 
=6:;, —в декартовых эйлеровых. Из (9.28), (9.27) находим 


р dv! до! 
ебу = НЕХ, 1), 


‘ ь Ben: 
Jip = gy =. 2. —2 ib =i; (x, 4, 


Py = Pp == P= паха! = ира ах, вит ATA? (9.33) 
Аналогично из (9.20”) для фз и тензора Альманси 


. о 0 0 
ви (к, 9 (6, Э АРА их, 9 = by (x, vy. (9.34) 


Этот тензор скорости деформации 7-8 с компонентами У; (х, #), 
9:;(х, #) и другими, связанными согласно (9.24) соотношеннями 
ет =Vinn =i) = УМУ ия Ув (9.24) 


используется в дальнейшем. 
Аналогичный вывод получим для тензора скорости напряже- 


ния S на основании формулы (9.23): 


. . 0 . 0 
ф5= ах! =ajdx‘dx!, S,y = 5и=— $ (х, 8; 


0 
doy (x, ¢ дот дот. 
Or; =U + im aT Om Ri 


(9.35) 
eee 0 р 0, 
би AmAn= Sian = Эт == и in == З.п ти. 


Отметим, что точка сверху лагранжевых компонент тензоров 
означает производную по &, кружочек же — компоненты скорости 
тензора, получаемые поднятием и опусканием индексов с по- 
мощью метрического тензора Qij, & из ковариантных компонент. 

Формулы (9.24) получаются одна из другой умножением ле- 


вых и правых частей на Aj=Ox"/Ox? (например, вторая из пер- 
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вой — на 44}, вторая из третьей —на Af) и использования ра- 
р р 


венства д!” (х, t) gn;(x, И=6. Дифференцируя ero по & полу- 
4HM 


gi= —mnging!" — —2У тата!" =— 24. (9.36) 


Сравнивая с (9.33), (9.34), видим, что скорость контравари- 
антной компоненты gil равна контравариантной компоненте, по- 
лучаемой из скоростей ковариантных компонент путем поднятия 
индексов, но с обратным знаком. Отсюда следует, что скорости 
ковариантных 2, контравариантных 2” и смешанных компо- 
нент 7%, 2 тензора 2 в лагранжевой системе координат обра- 
зуют четыре различных тензора скорости — ковариантный, кон- 
травариантный и два смешанных тензора скорости тензора 2, 
причем формулы (9.25) — (9.35) относятся к первому из них, по- 


а дифференцированием первой формулы из группы 
4), т. е 


2ALAL=Zmnn- 
Умножая на BB? = (Br=0x"/dx*) вторую формулу группы 
(9.24), найдем 

zy ZARA. 
После дифференцирования no { с использованием (9.24) получим 


и= =2 "ААВ; 20 Zn Z" Girt а 


Ps dz; д! до! 
= -И —z — J 9.37 
И тт — а т (9.37) 


Птичкой «\/» сверху компонент обозначены ИВ ie контра- 
вариантного тензора, получаемого по компонентам Z! в лагран- 


жевых и по компонентам 2) — в эйлеровых координатах. 
Дифференцируя аналогично по # третье и четвертое уравнения 
группы (9.24), получим два смешанных тензора скорости aedop- 


мации с компонентамн в лагранжевых координатах 2 me Zs 
< 
Zi i 
(внак > сверху), 2; =0,. (знак < сверху) и соответственно 
2;; HW 2; — в эйлеровых, причем 


> 0 ; 
dey avi ди" 
ааа == 2 ; 
2,1 тб тт 4m Ga 
< о 
ла dz;; ди ди 
2и=2и— 22 тии = ut Zim xi —2т oxm (9.38) 
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Четыре тензор-скорости тензора 2, обозначенные выше 


aN == 
А (9.39) 
линейно зависимы алгебраически: 
оу > < A 
0 у > < we ae ~ ~ 
2+ ey =2y +2 Z+Z=Z2+Z =22Z, (9.40) 


причем, конечно, 
0 > < о a ма 
Zu i Ч a 4 Yo Jet 4 Fa, о 


и тензор (9.40) имеет компоненты в эйлеровых координатах 


eo 1.8 я 42 

2и = (и + 21) = E+ Aim md + тб, (9.41) 
где Wpg= (0и’/дх‘— д0/0х?)/2 — компоненты тензора вихря. Сле- 
довательно, в качестве алгебраически линейно ie a ia име- 


ем три симметричных тензора скорости тензора 2: 2, 2, 1. Но 
все они вместе с Z линейно зависимы при заданном законе дви- 
жения X=x(x, {), что следует из (9.28), (9.37), (9.40), (9.41) в 
эйлеровых координатах и из (9.24) —в лагранжевых. Например, 


Ри те + Рени ы- BmiGnt)> 
или 


0 ° . 
Вии Zien) + 2" (9.42) 
> < 


2 5 
И два аналогнчных — для Ди 1. 

Представление одного и того же функционала связи между 
тензором напряжения и деформации типа (9.17) возможно с по- 
мощью любого из тензоров (9.39) и их ускорений высших поряд- 
ков, т. е. выбор их определяется только простотой и удобством 
представления физического функционала связи для рассматри- 
ваемого вещества. 

Построенные выражения производных и интегралов необходи- 
мы при преобразованиях определяющих соотношений типа (9.11) 
or Л кЭ и обратных. Например, соотношения типа упругости и 
вязкости 


Sij=108;; + Que, в Л, 
6,;= pb + 2то в Э 
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t 
простым умножением на В.В. и АКА! приводятся соответствен- 
но к 


Onn = NB mn + 2 (и—^0) Enn B 3, 
Syn PB mn + Mn B JI. 


Конечно, в общем случае (9.11) все значительно сложнее, что 
видно из (9.15), (9.15’), (9.15”) и других отмеченных выше пред- 
ставлений. 

В гл. У процесс 2(х, t) при x=const рассматривается как тра- 
ектория 6- и 5-мерного вектора в пространстве его компонент и 
даются некоторые канонические представления функционала 
(9.14) на основе понятий длины дуги и кривизны траектории век- 
тора деформации. 

Уже отмечено, что в определяющих соотношениях (9.11) опе- 
ратор 7(2(т)) в Л можно рассматривать как функцию линейных 
операторов над 2(т) типа (9.19), не зависящую от 2 (т): она оди- 
накова для различных процессов 2’=2(хи, т) и 2”=2 (хо, 1) в 
двух различных точках x;=const, x2=const среды. Возникает во- 
прос сравнения и параметров различия 2’(#) и 2”(t), т. е. их 
геометрических образов. 

Симметричному тензору 2=(2:;) в соответствие поставим 
6-мерное линейное пространство Eg ортогонального вектора 2 в 
penepe a, (k=O, 1,...,5; a,a;=5,:), причем так, чтобы 5-мерное 
подпространство (#=1, 2,...,5) соответствовало девиатору 2, a 
свертка двух тензоров у:;2;; равнялась скалярному произведению 
у2. Тождество у2 = Ул2ь 


при замене 

yu =H +> YS, Фи +- 2bip (9.43) 
принимает вид 
YE ити = Зуи + Yor (i, j=1, 2, 3; #=0,1,...,5) (9.43) 


и приводит к преобразованиям 


1 "3: 3 
2% —уз 2; умы: У 5-е. (9.44) 


причем матрицы в и pi! определяются одной и той же табл. 4. 


Если в точке х среды задан процесс деформации (9.8) 2=6, 
значит он имеет заданную траекторию в 6-мерном пространстве 
вектора деформаций 9=e 


2—= (т), tt<t<t, (9.45) 
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Таблица 4 
Зе | 
0 1 2 3 4 5 
ij 

Wo} ПИ? cos Во sin Во 0 0 0 

22 | ПУ? |—sin (By + 11/6) | cos (By + 1/6) 0 0 0 

33 | 1/72 | sin(B) — 2/6) |—cos (By — 2/6) 0 0 0 
12,21 0 0 0 cos 1/6 0 0 
23,32 0 0 0 0 cos 1/6 0 
31,13 0 0 0 0 0 | cosn/6 


которая характеризуется шестью внутренними геометрическими 
параметрами — длиной дуги $ и пятью компонентами жк (#) тензо- 


ра кривизны х траектории процесса 
ane a ! 
ds (t) = |de| БИ. dt=V в, (1) (9 dt, =) |de(t)], (9.46) 


tm (=fm (|e. | | SR |) mat 2... 8, 
где |» — известные функции указанных производных (см. $ 18); 
а также ориентацией траектории в пространстве Eg, т. е. ориента- 
цией репера Френе в начале процесса t=to, 5=0, иначе говоря — 
ортогональными преобразованиями процес- 
са в 6-MepHom пространстве e’(t)=Oe(t), 
где О — постоянная матрица ОТО =Г, за- 
висящая от 6Ж6— (6-5+4+3+2+1) =15 
параметров. Заметим, что преобразование 
лагранжевой системы координат в теле 
принадлежит к указанным преобразовани- 
ям в Eg. 

В каждой точке $ (момент ¢t) на траек- 
тории деформации 2=9(5) в Eg можно изо- 
бразить соответствующий оператору (9.11) 
a вектор напряжения у=$; получается 
аналог образа процесса деформации в Es 
движению материальной точки по траекто- 
рии г=г({) под действием силы A(t). За 
время dt совершаемая работа Pdr соответ- 
Рис. 9.1 ствует скалярному произведению 


ydz=S,3,dt== Зе, (9 47) 


т. е. работе внутренних сил в единице объема за время df в точке 
x=const среды (рис. 9.1). Этот образ процесса подробнее рас- 


de ' | de | dmtHe 
, 
1 
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смотрен в гл. V. Здесь отметим лишь, что если в Eg установлено 
квазилинейное соотношение 


у=сьть (#=0,1,..., 5), (9.48) 


A 2 2 
2, — линейный по # оператор над Z, a сь сохраняются при преоб- 
разовании матрицей Bf, то (9.48) дает 


Yij=Ch (2). (9.48’) 


$ 10. ОСНОВНОЙ ПОСТУЛАТ MCC И ТЕРМОДИНАМИКА 


Состояние вещества среды (окрестности точки x=const) опре- 
деляется переносным движением окрестности (векторы перемеще- 
ния и, скорости V, ускорения W, вихря ®) и внутренними харак- 
теристиками (температура 7, векторы Е, О, Н, В, тензоры 6, S, 
7), изменяющимися во времени. Все эти параметры считаются 
однозначными функциями x, Ё, т. е. среда локально макроско- 
пически однородна. В МСС могут рассматриваться и п-значные 
параметры для макроскопически неоднородных п-фазных сред. 

При изучении уравнений состояния и термодинамики вещества 
переносным движением окрестности х можно пренебречь, если 
рассматривать постоянную достаточно малую массу Ат и объем 
AV 


Am,=p,AV= {| рау. 
Ау 


При этом с любой заданной точностью внешние силы, действую- 


щие по границе AX, взаимно уравновешены, т. е. AP = —Pa= 
=0 (а) 0 (3.11), 


\ Pds—0, i} xx P d= 0, 
aE AS 


с точностью O(a), так как объемные интегралы имеют еще более 
высокий порядок малости. Нарушение условий AP,=O(a)>0 
происходит на поверхностях разрывов (см. $ 11). В этом смысле 
непрерывные процессы, происходящие в частице среды, называ- 
ются равновесными. В принципе такой выбор ДУ возможен ив 
эксперименте для квазиравновесных процессов. Работа внешних 
сил сведется только к работе поверхностных сил за счет дефор- 
маций объема ДУ. Но из (8.28) 


6A, = { P v6tdd = \ З бега == 8 6е ЛУ, (10.1’) 
АХ 


AV 
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и потому отнесенная к единице объема мощность внешних сил 
численно равна мощности внутренних напряжений 


OAs oA 5, 


AVét & 


в’ Абв) аи 


Вследствие непрерывности компонент 9:;, 0 по х очевидно, что 
величина —5’А =—5$126г;; представляет работу рассматриваемой 
системы (массы Am,), сообщаемую через границу АХ окружаю- 
щей среде за время St. 

Приток тепла к частице в МСС характеризуется, во-первых, 
теплопроводностью и полем вектора потока тепла q(x, t) или 
q(x, ¢), причем по определению вектора q приток тепла через 
замкнутую поверхность AX к заключенной внутри AV массе за 
время 6¢ равен 


(10.1) 


5'0,.=— ( 914561 = — Laem (10.2’) 
Az д 


Во-вторых, местным источником тепла мощности pgp в секунду 
на единицу объема различной физико-химической природы. 
Преобразуя интеграл (10.2’) в объемный, получим 


— [ 91425 = — 6 у qd = \ 8'QdV =8'Q,AV. (10.2) 
А 


Bs iv 
Следовательно, величину 


8'Q= — div q6t = 6'Q,=8'Or/AV (10.3) 


можно назвать плотностью притока тепла за время Sf, а величину 
8’Qr — притоком тепла к массе Ат, от окружающей среды; чис- 
ленно она равна притоку тепла через границу AX, а с обратным 
знаком, т. е. —6/QrmdivqétAV, равна количеству тепла, выде- 
ляемому массой Am, в окружающую среду. В лагранжевых и эй- 
леровых координатах имеем 


' i , 
divq=yig' (x, th 20) 2.9 рае, Ор. (10.3') 
A ах Oxt 

Размерность вектора 4 выбирается так, чтобы величина 6/Qr име- 
ла размерность работы, 6/Q7r/6t— мощности на единицу объема. 

Приток тепла 8’Qr в МСС рассматривается как тепловая 
энергия, сообщаемая в единицу объема среды за время St окру- 
жающей этот объем средой. Предполагается, что 6’От можно 
определить в опытах с помощью калориметрических измерений, 
основанных на измерении температуры T(x, t) или T(x,  По- 
добно тому как работе 6’A соответствует изменение макроскопи- 
ческих характеристик механического состояния 5¢e;;, предпола- 
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гается, что количеству тепла 6’От соответствует изменение макро- 
скопической характеристики состояния 6n, так что 


8’Qr=pT6n, (10.3”) 


причем п называется плотностью энтропии. Физический смысл Be- 
личин Т, 1 как статистических характеристик внутреннего состоя- 
ния частицы Ат; (системы Sy) выяснен в § 2; Т пропорциональ- 
на средней кинетической энергии хаотического движения частиц 
системы, п — среднему значению логарифма функции распределе- 
ния. Предполагается, что макроскопическое состояние вещества в 
окрестности точки X=const среды характеризуется некоторым на- 
бором макроскопических независимых между собой параметров 
процесса П (т), заданного на интервале ty<t<t, и соответствую- 
щим набором независимых между собой параметров реакции 
R(t), определенной в момент = 

Полный набор параметров термомеханического процесса и Co- 
ответствующий набор параметров реакции представляются, на- 
пример, парами 


П (1) =(Т (®), F(x), RO=MO, 50); o<r<t, 


или другими, отмеченными в конце параграфа. 

Полный набор П и соответствующий набор R для термо-элек- 
тро-магнито-механических процессов в МСС получается из пре- 
дыдущих дополнением векторов электрической и магнитной ин- 
дукции О (т), В(т) в состав П(1) и самих электрического и маг- 
нитного векторов E(t) n H(t) —B R(t). 

В общем случае будем считать, что полный набор параметров 
процесса и соответствующей реакции получается дополнением 
термомеханических параметров параметрами fy (т)=В (т) и В (1: 


по =(Г (x), 80), в), В0= (00, SM, BO), (10.4) 


причем они согласуются с совокупностью опытных фактов. 

В основу термодинамики и теории уравнений состояния в МСС 
положен принцип, называемый (основным) постулатом макро- 
скопической определимости: для данного вещества макроскопи- 
ческое состояние, т. е. реакция R(t) и любая макроскопическая 
величина в точке X=const, в момент # однозначно определяется 
процессом П (т). В нем содержится утверждение локальной опре- 
деленности состояния, т. е. независимости R(t) в точке x от П(т) 
в других точках (x’=x+8), и полноты системы внутренних (в 
смысле МСС) параметров 6, Т, В. 

Следовательно, существует определяемый только физической 
природой среды и не зависящий от П(т) оператор по времени 
(см. $ 9) R#(...), такой, что 


RW)=R (1()). (10.4") 


144 Глава 11. Физические законы и постановка задач MCC 


Оператор А!(П) связан с лагранжевой системой координат Xx, 
выбранной при {= в среде, которая может быть анизотропной, и 
анизотропия может изменяться со временем. Поэтому преобразо- 
вание оператора К при ортогональных преобразованиях лагран- 
жевой системы координат х может быть сложным. Только в слу- 
чае начально изотропных сред при ортогональном преобразова- 
нии П=ОП’, R=OR’ из (10.4”) получим R’=Rt(II’), в общем 
случае Ю’=07А' (ОП’) В (П’). 

Для определенности ниже в основном будем иметь в виду тер- 
момеханические процессы, для которых параметры В отсутствуют. 
Интуитивно справедливость постулата можно пояснить заменой 
поверхности AX частицы Am, совершенно непроницаемыми для 
внутренних частиц плоскими безынерционными стенками и пред- 
ставлением 6 (т), Т(т) в виде заданного закона движения стенок 
и изменения во времени постоянной по объему температуры. Ка- 
жется почти достоверным, что при этом «отдача» («отклик на П») 
системы через стенки во внешнюю среду будет определяться толь- 
ко природой среды, т. е. среднее давление на каждую стенку и 
выделение тепла однозначно ею определяются. 

В термодинамике удобнее тензор напряжений Коши — Ла- 
гранжа 5 отнести к плотности р, переобозначив o(x, #} =5(х, t)/p, 
так что (10.4’), (10.4”) перепишем в виде 


tp<t<t: П(=(8 (9), T(r), 
в=5/р, К = (т), п()=А' (M(x). 


Из основного постулата и определения вектора напряжений 
на границе P’=S‘y,, работы и притока тепла как интегралов 


бк [| PVE ААУ, 6'0: = — f qnbtd3, (10.5) 
Az 


(10.4) 


А; 


которые в принципе в квазистатических опытах можно измерить 
для любых процессов, тензор напряжений 5, мощность 6'А/6Ё и 
скорость притока тепла 5’От/5Ё будут определенными функциона- 
лами процесса, однозначно определяемыми природой вещества 


ra = fh (1 (= O10 (т), 


Me} д ЕЯ 9. 
= = (9) = Or @)=TO>- TAM), (10.6) 


o()=f, (I(x), ой =~ $1 = (9), 


nt (IL) называется функционалом энтропии. Выделение множителя 
р==руУИ = He вносит ограничений, так как определитель & вы- 
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ражается через тензор 6. Представление функционалов или опе- 
раторов, зависящих от параметра (см. $ 9), в виде производных 
по параметру ¢ от других функционалов, принятое в (10.6), не на- 
кладывает на них других ограничений, кроме условий интегрируе- 
мости fa, fr по времени ¢. Предполагается существование интегра- 
лов 


er 
=f EO, Те, 
4 


$ , (10.7) 
®; (t)= { Таз (1) = 1 #6 ©, Тат, 


которые с обратными знаками (—Ф„, —Фт) можно назвать ме- 
ханической энергией и тепловыделением в точке X=const, переда- 
ваемыми за время {—& частицей постоянной массы с единичным 
начальным объемом и начальной плотностью ро=р(ь)=рдУ в 
окружающую среду через ее границу. Последняя строка равенств 
(10.6), устанавливающая связь между тензорами напряжений, де- 
формаций и температурой, называется уравнениями состояния. 

Внося в (10.6) выражение 8’A/6t (10.1) через мощность внут- 
ренних напряжений, получим соотношение 


ole, = 5 И 9 of, (10.8) 
ep 


которое при подстановке в него функционалов fi (10.6) должно 
быть тождеством для любого #: 


_9 фен! 99. ‘ 
г Фи=} a (10.8) 


Введенные скаляры и тензоры записывались выше как функ- 
ции времени # для точки X=const, чтобы подчеркнуть, что рас- 
сматриваемые функционалы f и Ф — операторы по параметру т в 
интервале fo<t<t над П (т), т. е. тензором деформаций 6 и тем- 
пературой 7 в той же точке x=const. Эти функционалы зависят 
от х лишь потому, что в конечной области С пространства опре- 
делены поле 6 и поле Т, т. е. функции х, # 


8=8(х, 1), T=T(x, 0, В<т<Ь хеб. (10.9} 


В области С определено также поле вектора потока тепла q(x, 
t)=Q(x, ¢). На основании соотношения (10.3) из (10.6) получаем 
уравнение распространения тепла 


т nf (I(x, ))=—divq, (10.10) 
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или 


60, 1 
— =—d 
o> ofr 19 


Сумма 
®,4-0,=u! (II (x, 1)) (10.11) 
называется функционалом внутренней энергии, или внутренней 
энерачей. Из (10.6) получаем закон сохранения энергии 
pdu=6'A+6'Q,, (10.12) 


из которого после подстановки выражений 6A, 6’Ог получаем 
функциональное уравнение в лагранжевых координатах 


и gti Sey _ 
> =9 = div 9. (10.13) 


Из уравнений (10.10) и (10.13) находим основное термодинамиче- 
ское равенство (тождество), связывающее работу внешних сил с 
функционалами внутренней энергии и энтропии 


и— Те 8A; =, 8 A= 088 =o'lbe,, (10.14) 


р 


где символ 6 означает приращение (дифференциал) по времени. 
В частности, из (10.5) и (10.6) находим коэффициент теплопро- 
водности при постоянных деформациях: 


т 91/4 a0, 5% (t) =0 1 
с.=Т aie. = >0 при О: (10.15) 


Поле вектора потока тепла 9(х, #) в МСС определяется полем 
температуры Т(х, t), а именно пространственным градиентом тем- 
пературы 


g=gradT=(V_T) э" = Те, (10.16) 


причем 4 направлен в обратную сторону по отношению к grad7, 
т. е. в сторону убывания 7. Вектор g может быть включен в чис- 


ло параметров процесса_П (т) = (8 (1), T(t), g(t)), а поток теп- 
ла —в реакцию R(t) = (o(t), n(t), a(t)). Но тогда только компо- 
нента 4 будет иметь вид 


90 = (6, Т, 9, (10.17) 
причем по закону Фурье в Л: 
q = —Ag (ty; A(Q=A, (8, Т); 
9, д)=Ь— И (6 (х, т), T(x, 2) VT (x, д. (10.17’) 
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В эйлеровом пространстве 9 (x, t): 
q(x, )=Q (x, te, 

Qi (x, = — М1 (x, t) OT (x, 110%, (10.17") 
причем переход от (10.17) к (10.17”) связан с преобразованием 
матрицы A от ЛкЭ ($ 9). 

A — положительно определенная матрица теплопроводности, 
определяемая природой вещества, зависящая, вообще говоря, от 
Т, 6 и, может быть, даже 4: 

A=A(T, 6,8); (10.18} 


она предполагается известной на основании специальных измере- 
ний теплопроводности вещества с использованием закона Фурье 
(10.17). Для изотропных сред часто предполагают: 


Аб, АЧАЕЙ, а= — №, (10.18) 
причем скаляр A зависит только от температуры и плотности 
V(x, t)=A(x, д ==А (р, Т). 


На основании (10.10) получается уравнение теплопроводности 
в (Л) и (9) в виде 


eT me) div (AgradT (x, t)) +99, 
eT AG.) ау (Agrad T) + p94 (10.19) 


или через функционал и(@’, Т) в лагранжевых координатах в ви- 
де (10.13). 

В $3 (У) дано другое представление второй строки формул 
(10.6), сводящееся к замене функционала Dr суммой двух других, 
и уравнения теплопроводности в виде 


TH=Ts—v", 
eT > ==div (A grad) + pw’. (10.20) 


Определение s(@, T) и w*(@, Г) через п, следовательно, неод- 
нозначно и требует дополнительного условия, которое конкретизи- 
руется для различных сред или процессов заданием функционала 


w’ =u} (I(x) >0, (10.21) 


называемого рассеянием. Из (10.20), (10.6), (10.14) следует, что 
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#* имеет размерность мощности на единицу массы. Из (16.6) и 
{10.20) следует соотношение 


рТаз==6'Ог + ow’ dt, (10.22) 


называемое в МСС уравнением баланса энтропии, a s(&, Т) — 
энтропией. Из (10.12) и (10.22) следует 


р (@ф- 34Г)=5'А— риа, 
8 A=Side,;, ф=и— Те. 


Сопоставление равенств (10.12), (10.22), (10.23), аналогичных 
полученным в статистической механике для равновесных обрати- 
мых процессов ($ 2), во-первых, дает некоторое основание для 
принятой выше терминологии (внутренняя энергия, энтропия, 
{ф — функционал свободной энергии); во-вторых, позволяет опре- 
делить в МСС макрообратимые термомеханические процессы как 
такие, в которых рассеяние равно нулю (W*=0), и фуикционалы 
энергии и энтропии являются функциями мгновенного состояния 


процесса T(t) = (F(t), T(t)) в момент т=Ь т. е. 
и =0; К() = (П (9) = (П(), 
и(0=и(П (4), $@=$(П (0), $()=8(П (0). (10.24) 


Поскольку функционал АЮ'(П (т)) является непрерывным для 
любых физических процессов, он — функция линейных функцио- 
налов процесса ($ 9) 

в (2) = (т, (0, т, (1), ... My () == (П (2) == 
= (mi (П (т), ... ‚ти (1) 


(10.23) 


или 
т» (д) = т: (I(t), (&=0,1,...,п). (10.25) 


Здесь п! (П) — линейные функционалы (линейные ‘операторы) 
над П(т). Например ($ 9), 


: ~ 
в(д=и (Па) = dHn(t, 2, (10 25’) 
te 
Ess a an a 
ть (9 =9 8 (0) 4. He (t, D+ 97 () dtr (t, т), 
ty ty 


где A(t, т) — тензор (или матрица-функция (¢, т)) с ограничен- 
ным дифференциалом по т. 
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Менее общим* является предположение, что u(t), p(t), $(Ё) — 
функции («внутренних», «структурных», «микроскопических»...) 
«параметров состояния» т»=р»(, подчиняющихся эволюцион- 


ным уравнениям p=o(p, П(0), 
a =o, (в (1), 1) (k=0,1,.--), (10.25") 


где w(p, П) — выбираемые из различных физических, нередко 
интуитивных и качественных, соображений функции. Импонирует 
гипотеза, что скорость роста объемной плотности величины и (в, x} 
(трещин — в твердом теле или воздушных пузырьков — в воде 
и т. п.) является какой-то функцией самой p(t) и параметров 
процесса П(2) или реакции R(t) (10.5). 

Соотношения (10.25”) нередко дополняются гипотезой о функ- 
ции рассеяния и работе 


w"(f)=w, (H(t), в (0) Ha (0, 


+6A=P,du, (k=0,1,...,7), (10.26) 
р 
после чего из (10.14) и (10.20) получается уравнение 
(2+ 7S ши, (10.27) 
дрь Ope 
решение которого предполагается в виде 
ye Op Е (10.27) 
Opty OMe 


Параметры типа и могут относиться к числу параметров В (т), 
Be B (10.5). я 
Все функционалы (10.25), (10.25), (10.25”) являются пара- 
метрами термомеханической природы, и соответствующие им оп- 
ределяющие уравнения приводимы к виду (10.5). 
В случае (10.24) уравнения состояния имеют вид согласно 
(10.14) 
oa gia gp. (10.27) 
ae де;] or 
Но без экспериментального изучения конкретной сплошной 
среды, ее структуры и свойств, которые и могут быть отражены 
параметрами типа (10.25’), (10.25”), нельзя указать прямых опы- 
тов, которые позволили бы установить число и выражение пара- 
метров состояния через характеристики процесса S(t), T(t). 
В частности, в равновесных опытах с постоянными по объему и 


* Сравнительно с (10 25). 
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меняющимися во времени параметрами состояния T(t), д»(1), 6’Ог 
выражение (10.2) на основании (10.22) преобразуется к виду 
(при w*=0) 


5'0,= J pT“ dv8t=TdS,, S,= S psav =psv, 
dt g 
т.е. 6’Ог имеет интегрирующий множитель T-!: 
ь 
(790, 8иТь м) —Se Ta ий). (10.28) 


В 


Этот интеграл зависит не от того, по какому закону во времени 
подается тепло 5Q7 и изменяются параметры ри, а только OT ко- 
нечных и начальных значений параметров. Равенство (10.28) и 
служит для нахождения энтропии 5(Т, и). Аналогичное равенство, 
вытекающее для рассматриваемого объема из (10.12), служит 
для определения внутренней энергии и(Т, и). Но для нахождения 
числа и физического смысла параметров и в макроопытах могут 
быть полезны лишь функционалы (10.6), так как параметры 
в силу основного постулата должны преобразовывать функциона- 
лы процесса (10.25) в функции этих параметров. 

Для необратимых процессов основное термодинамическое тож- 
дество (1014) может быть преобразовано к общему виду, если 
обобщить определение. процесса x(t), реакции г({) и скалярного 
потенциала V‘, которые до этого принимались л=И, r=R, У‘ ==и'. 
Тождественные преобразования дают 


dw = du—Tdyn—cd8 = dy}, + ndT —od3 = 


= dp—Tdn + 8 = dy + ndT + 46$ =0, (10.29’) 
где 
фи=и— Ти, ф=и— 08, (10.29) 
y=u— Т1—08 =, —o$=g—Tn. 


Отсюда, выбирая различные допустимые пары процессов л и 
соответствующих реакций г, получим всегда 


wt (п (0) = Vt (a) —r 1(0=0 (10.30) 


для произвольного л(т), fo<v<t. При этом процессы л, реакции 
И! и скалярный функционал У’ определяются таблицей 5 функций 
(x, г, У) 

Объекты x, г можно рассматривать как (4X4) квадратные 
матрицы или семимерные (7-мерные) ортогональные векторы 


($ 9) 
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Таблица 5 
| ni | r | vt У = У 
1 | (п, 9) | (Т, 5) | at и 
2 | (п, 9) (т, —9) | gf o=u—oF 
3 | (Т, 8) | (—1 0) | и т=и— Ти 
‘ | (т. 8) | (—n, Я | x! | a: 
5 | (и, #) | (Т-, —T-40) | nt т 
0 0 
R= (thy, Moy ль... п |] 0 || (10.31) 
0 |” 
0 0 
г= |” ы бью (т, n=1, 2, 3) 
0 [ии 


со скалярным умножением 


. — 00 . . оо . 
ГЛ ЕЕ ИЛ И, (по) Го +... Е Уь ль то (Mo) +P mn, (10.32) 


оо 

причем My, 7o— первые элементы (скаляры) в столбцах таблицы; 
Лт», ГП — компоненты тензоров, указанных в столбцах лм, г; 
(ло, 11, ..., m5) H (ro, Гь ..., 75) — построенные согласно $ 9 по 


тензорам л и г шестимерные ортогональные векторы (деформаций 
и напряжений, & и о, или наоборот — согласно таблице). 
Например, в третьей строке таблицы: 


п(9=(Г, 8), r=rt=(—n, 0); =; 


0 0 

П=Т, = — 1; Ливни, ™ =O, (10.33) 
оо В . . 
по (ло == — МТ, "mn == 0” mn: 


Уравнение (10.30) имеет вид 
wt = фи (п (1))— м (п) л(0=0; (10.34) 
rf (x) л=— nf (a) T - 9" (7) (0. 
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Если ввести в него вместо п рассеяние w* и энтропию $ 
(10.20) и функцию p (10.23), положив 


и=ф,-+Ти=ф--Т$, TA=Ts—v’, (10.35) 


сохранив процесс л= (Т, &) и введя реакцию г.= (—5, 0), полу- 
чим основное термодинамическое тождество (10.23) в виде 


$! (п) г! (пл *==0; л==(Т, @), г, =(—5,0). (10.36) 


Все параметры, входящие в уравнение (10.30) и в таблицу 
(x, г, У), могут быть измерены в „И-опытах; предполагается, что 
именно по данным этих „И-опытов и построен функционал У’'(л), 
вследствие чего (10.30) и называется тождеством. Здесь полная 
аналогия с законом Ньютона тг=Е! (г (т)). «Образцы сплошной 
среды» нередко практически недоступны для „И-опытов, но неко- 
торые закономерные проявления ее свойств в некоторых натурных 
условиях имеются. Тогда можно принять некоторую типотезу 
о виде одного скалярного функционала V(x), например энергии 
и! (п), и если из тождества (10.30) найти уравнения состояния, 
т. е. реакцию r'(m), то решить соответствующую натурному явле- 
нию задачу МСС; сравнение результатов с известными законо- 
мерными проявлениями позволит оценить правильность гипотезы. 
Этот путь научного познания древнее наших наук. 

Определение реакции г(л), т. е. уравнений состояния среды, 
из тождества (10.30) по одному заданному функционалу У:(л), 
следовательно, представляется необходимым, как и выбор этого 
функционала с учетом свойств довольно большого числа уже из- 
вестных в МСС. 

Вид тождества (10.36) может быть придан тождеству (10.30) 
применительно к любой строке таблицы (л, г, У); он отличается 
выделенным слагаемым W*>0, имеющим много названий: рассе- 
яние, диссипация, некомпенсированное тепло и т. д. Как уже ска- 
зано, все параметры, входящие в таблицу (x, г, У) и (10.30), 
в принципе могут быть измерены в И-опытах, но этого нельзя 
сказать о ш*=Т (3—1) >0 и об энтропии $: измерим функционал 
энтропии f(x), но не 5'(л) и wW* по отдельности. Эта неопреде- 
ленность породила ряд гипотез о существовании вместе с (10.30) 
еще одного термодинамического уравнения (kd). 

Целесообразно следующее доопределение функционалов рассе- 
яния ш* и энтропии $, соответствующее сложившимся в МСС 
представлениям: если в конечном объеме среды возможен ста- 
ционарный периодический процессе П(Т, &) =П(х, И =П(х, t+ 
+2n/o) с частотой w, то рассеяние ш* и энтропия $ для произ- 
вольного момента # и любого объема У с границей У удовлетво- 
ряют условиям доопределения: 
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ая ыал/ю fb2n/o р 
dt jo =O; Q= \ dt { (an az: ) at | pTsdV—0. 
Л Я у 
(10.37) 
Здесь Q; — количество тепла, выделяемое за один цикл массой 
объема У через Х во внешнюю среду. 
При заданном функционале \ф'(л) не найдено общего рещения 


уравнения (10.36), т. е. реакции гу'(л). Но если 1'(л) имеет 
дифференциал Фреше, например 


t 
1p! (п 6) —4p! (п) и (2) бл (94, (10.38) 
и если $'(л) имеет вид 
H (m) = () a + Vor (10.39) 


причем для любого процесса функция pwX0, тб (10.36) имеет 
частное решение, физически допустимое, 


t 
a a (10.40) 
иначе 
—5= Dy ee | sia Dyt 
= (SP) (10.41) 


причем необходимо еще выполнение (10.37) для 5. 

На основе произвола л(т) в тождестве в форме (10.30) возни- 
кает и более строгий подход к определению реакции r(x). 

Поскольку тождество (10.30) справедливо для любого процесса 
a(t), оно верно и для л+6л, и возникает вариационный принцип, 
на основе которого можно искать решение (10.30) при следующих 
а и обозначении ш=гл. 

. Функции физически допустимых процессов л(т), реакций 
seh с их производными x(t), г(т) и мощностей w(t) =г(т)л (<), 
которые определены на интервале fo 1<t<oo, принадлежат ли- 
нейному функциональному пространству Ф, состоящему из кусоч- 
но-непрерывных функций с разрывами в счетном множестве Мо 
фиксированных точек полуинтервала &<т<й, где &>Е — на- 
ибольшее значение параметра t. 

Для двух любых наборов функций из Ф — x(t), w(t), г(т) и 
л’(т), г’(т), ®’(т) — разности процессов, реакций и мощностей 
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бл (т) =a" (т)—л (т), Or (t) =г" (w+ 6) — г" (л), 
бо (т) ==6 (г (т) л (т) =r (т) бл (x) + Sr (1) п (т) + Or (п) дл (x) 
принадлежат Ф, причем бл (t)=d/dt - дл (т). 

2. Из тождества (10.30) и определения следует, что для любо- 
го фиксированного x(t) существует функционал. Vi (x)= VQ eo, 
а для любых a(t), бл(т) — приращение 6V!=V! (n+ 6л)— У’ (x)= 
=V (NEO. 

3. По определению функционала r(x), который при заданном 


x(t) равен г(т)=Ф, для любых заданных процессов x(t) и для 
произвольных процессов бл (т) справедливо тождество 


8V (t)—Se (0 =0. (10.42) 


Варниационный термодинамический принцип. При заданном 
функционале У’, определенном на Ф, в фиксированном процессе 
x(t) и в произвольном ненулевом процессе дл(т) существуют 
первые вариации, или ненулевые линейные функционалы L! (dm), 
1 (бл), такие, что 


Vt (0 + 6л)— У! (п) == (6л (1)) + о (6М), 
rt (л-- dx) — rt (л) = (бл) + о (6М№) 
по некоторой норме 6N, определенной на Ф и имеющей вид 
sup |№16л (т) | +-sup | kb (т)|, TE (fo, t)\Mo, 


где ki>0, kg >0 — конечные величины. 

При заданном У'(л) и 8№->0 функционал реакции r(x) удов- 
летворяет функциональному тождеству относительно бл, которое 
соответствует (10.42) 


У! (л (т))—г! (л (x) бл (¢)— Ort (л (1)) л (0 =0. (10.43) 


Здесь 6У*, 6r' суть Lt, Lt, т. е. первые вариации У’ и rt. 
Теорема. Если множество функций x(t) совпадает с прост- 
ранством непрерывно И функций, то 


8! = N бл (т) dev (t, )--а(@ b(t) = 5 вли (т) dv! (t,t) +04 (9 Brs/(ty), 
to te 


ort = f бл (x) dR (t, t) + dx (tp) B (0, 


Srtx (f)= | влить (6) DRUM! (р, <) + вии (to) лы (4) ВИН (0), (10.44) 
to 
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где индексы i, j, k, | принимают значения 0, 1, 2, 3, вектор v(t, т) 
(известен при данных Vt, п) и тензор-функция R(t, т) с ограни- 
ченной вариацией по т определены с точностью до аддитивной 
постоянной (зависящей только от t). 

Рассмотрев множество процессов бл (т), проходящих через точ- 
ку &, получим из (10.43) функциональное уравнение для реакции 


г: (л (т)): 
v(t, )—x R(t, Эф г, (1 D=c 0, (10.45) 
где c(t) — постоянный (по т) вектор 


c()=v(t, )—x() R(t, О-о, -фпОВЕ to) —1y (ts to) 


и r,(¢, т) — вектор скачков функционала г! (л (т)), который в про- 
стейшем случае равен 


г (Ё, =r (HACE, 0), 


причем A(t, т) =1 при t=t w h(t, т) =0 при v<t. 

При еще более общих предположениях установлены условия, 
при которых У'(л) =У1'(л)л(Ь и тождество (1030) в виде усло- 
вия ортогональности 


(Vi (x) —r# (x) 0 =0 (10.46) 


имеет единственным решением г’ (x) = Vy (м). 

Изложенное выше относится к термомеханическим процессам, 
определяемым деформациями, напряжениями, энтропией и темпе- 
ратурой. Если существуют другие физические поля, определяемые 
параметрами В, (r=1, 2, ...), включающие и структурные типа 
ть, в уравнения вносятся поправки. Предполагается, что возни- 
кают дополнительные силы, действующие на весь объем мыслен- 
a6 выделенной частицы массы pAV, совершающие за время Ot ра- 

оту 


5 ЛУ, AV, 


и что возникает дополнительный к 8’Ог приток тепла pg sdtAV за 
счет проникающего облучения или источника диссипативного ха- 
рактера. Например, в случае электромагнитного поля с электри- 
ческим вектором Е и магнитным Н (§ 22) 


5' Ag= У == (1/4л) (EdD + НАВ), (10.47) 


где О, В — векторы электрической и магнитной индукции, т. е. 
набор параметров В, состоит из компонент двух векторов: B= 
= (0, В); объемная плотность источника тепла pgs представляет 
джоулево тепло. 

Первый и второй законы термодинамики получаются в 0606- 
щенном виде: 
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р 5-9, Ча 
(10.48) 


pT = — Фуа р pw", 


причем входящие в них функции или функционалы (и, $, w*, 
4» ...) определяются процессом изменения функций времени 


& (т), T(t), B(t). 

Интегральная форма первого и второго законов для фиксиро- 
ванной движущейся массы с объемом Vg и поверхностью Lg по- 
лучается из (10.48) интегрированием по объему и из определения 
внутренней энергии Ug и энтропии Sg рассматриваемой массы: 

и, = [ pudv, в psdV. (10.49) 
"т fi 
Из первого равенства (10.48) и (8.29) получаем 


аи, = J (S‘de,;— div qdt + Wedt + pggdt) dV = 
& 
=8'A—dK,— | qndSdt - 8’ Ар, 
Е 


или согласно (10,2’) 
d(K,+U, =8'A+8'Q; +84, 


: ee 10.50) 
6’ Ав =. (W, + р9в) dV dt. ( ) 
8 


Здесь Kg — кинетическая энергия, 6’A — работа массовых и по- 
верхностных сил, 6’Qr — приток тепла, 6”Ав — приток энергии, 
связанный с параметрами В 

Интегрируя второе уравнение (10.48) с множителем 7"! и 
учитывая преобразование 


1 a 1 1 
= div ast + ands + Soe qeradTaV, — (10.51) 


Ye а & 
получим интегральную форму закона баланса энтропии 


4$. =-— [ тха + (т (= — т qgrad T+ 4») dVdt. (10.52) 
2g Vy 


Согласно закону Фурье —q grad T=A (grad Т»>0. Сумму 


w*—qgrad7T/T>0 называют иногда объемной плотностью не- 
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компенсированного тепла в термомеханических процессах. След- 
ствие (10.52) в виде 


[т и dV>0 (10.53) 


называют иногда неравенством Клаузиуса—Дюгема. Оно неопре- 
деленно, если не определена энтропия $ (10.49) или w*. 

Отметим еще одно постулируемое фундаментальное неравенство. 
для замкнутых по деформациям изотермических процессов [13]: 
работа внутренних напряжений в таких циклах неотрицательна 


ф Sey =Фрф! 4 >20, T=const. (10.54} 
е г 
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Для малой окрестности физической точки (частицы) среды 
установлены дифференциальные и интегральные уравнения сохра- 
нения массы, импульса (уравнения движения), сохранения энер- 
гии, баланса энтропии (уравнение притока тепла), а также урав- 
нения, связывающие тензор напряжения и вектор теплового по- 
тока с деформациями, температурой и немеханическими задан- 
ными параметрами. Эти соотношения в принципе определяются, 
и притом однозначно, непосредственно в „М-опытах для всех воз- 
можных в частице процессов; поскольку все входящие в эту CHC 
тему равенств параметры измеряются приборами и системе удов- 
летворяют, группа параметров, названная реакцией (г), одно- 
значно определяется группой процесса (л). Следовательно, для 
малой частицы решение существует: r(t)=r'(n(t)). Поэтому пе- 
речисленная система уравнений в МСС называется замкнутой для 
всех внутренних точек области движения среды. 

В частице состояние в любой момент однородно (одинаково 
во всех точках частицы), поэтому для нее все параметры внутри 
и на границе частицы одинаковы (деформации, напряжения, тем- 
пература, градиент температуры и т. д.). В конечных областях 
движения среды, кроме задания замкнутой системы для внутрен- 
них точек, необходимы граничные и начальные условия. 

В силу основного постулата МСС решение замкнутой системы 
уравнений МСС для внутренних точек существует при некоторых 
начальных условиях (=) и условиях на границе области дви- 
жения или рассматриваемой области. 

Адекватность методов Лагранжа и Эйлера в МСС позволяет 
пользоваться любым из них. Сиачала будем следовать методу 
Лагранжа и систему координат X; в начальный момент времени 
считать декартовой ортогональной. Тензоры напряжений и дефор- 
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маций по-прежнему обозначим 5, &. Общие уравнения МСС для 
внутренних точек области движения следующие. = 

1. Уравнения, выражающие тензор деформаций & и плотность 
<реды р через вектор перемещения u(x, #) или х=ф=х-и ($ 4): 


~ axk 
9: gy=AtA, A= ae $} PA=py; at.) 


S=defu; ey==(gis—5,)/2; VE=A= [Ai], 
Эти уравнения алгебраически выражают ej и р через первые про- 
изводные дх’/дх/ — A', 6) + ди’/дх). 


2. Уравнения движения, которые эквивалентны одному вектор- 
ному уравнению ($ 8): 


viS! +p (F—*)=0, = =, (11.2') 
причем Р=Е(х, #) — заданная массовая сила. Уравнения записы- 
ваются также в виде 


Po (i! — X= 2 (AAS). (11.2) 


Структура этих трех скалярных уравнений, очевидно, такова’ они 
линейно связывают между собой напряжения SY и их первые 
производные $5“ co вторыми производными x по времени, а так- 
же первыми и вторыми производными х по координатам 

3. В тех случаях, когда за независимые искомые функции при- 
нимаются деформации ey или напряжения 5“, должны быть 
удовлетворены еще условия совместности ($ 5) 


Ютря =0, 


где индексы [пр имеют шесть независимых комбинаций (1221 и 
т. д.). Тензор кривизны Rimpg алгебраически выражается через 
81], 81,6 И 21, em, причем через вторые производные от г; — линей- 
но. Эти щесть уравнений кратко запишем в виде 


RR (ви, 21,1 гум) =. (11.3) 


Существенно, что если, как и сделаем, за независимую искомую 
функцию принять вектор х или перемещение и, то на основании 
(11.1) уравнения (11.3) обратятся в тождества и потому могут 
не рассматриваться. 

Следовательно, для вектора и и тензора напряжений $5 полу- 
‘чается только одно уравнение (11.2’), т. е. для девяти функций 


x}, x3, x8, SU, 5, 588, баб S23. $32, 581—513 


мы из (11.2) имеем только систему трех дифференциальных урав- 
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нений. Такая система называется незамкнутой, т. е. не позволяет 
найти хи $5, каковы бы ни были граничные и начальные условия. 
для хи 5. 

4. Уравнения состояния ($ 10) дают выражение тензора нап- 
ряжения 5 в точке х в момент # через значения тензора деформа- 


ции & (x, 1), температуры Т(х, т) и. параметров B(x, 1) при to< 
<t<t c помощью функционала или оператора Я, определяемого: 
только природой среды: 


5 (х, )=F, [6, Т, В]. (11.4’) 


Для многих сред верно и обратное: если задан процесс нагру- 
жения 5$=5(х, t), то деформации тем самым определяются одно- 
значно 


8 (x, )=F 7" [5, T, В]. (11.4") 


Соотношения (11.4’) и (11.4”) суть различные формы выражения 
одного и того же закона связи между напряжениями и деформа- 
циями сплошной среды. 

В. более подробной записи в лагранжевых координатах имеем: 
соотношения 


= (ел) =4еРи, SIF}! [6 (x, 1), T(x, 1), В(х, т), (11.5) 


которые представляют для симметричных $! шесть скалярных 
уравнений. 

Как только установлен закон (11.5) и заданы Т(х, т), B(x, т), 
уравнения (11.2) становятся замкнутыми. Действительно, внося 
значения 5 в (11.2), получим одно векторное уравнение для век- 
тора x(x, #) или три скалярных уравнения для его трех компонент 
x‘ или и. В общем случае это функциональные уравнения, и их 
структура полностью определяется структурой физического закона 
(11.5). Для классических сред (идеальные жидкости и газы, уп- 
ругие тела) это — дифференциальные уравнения, для релаксиру- 
ющих сред — интегродифференциальные и т. д. 

Одно важное общее свойство соотношений (11.5) очевидно: 
они должны изменяться при ортогональных преобразованиях на- 
чальных декартовых координат x! так, чтобы правильно пред- 
ставлять физические свойства. В общем случае это означает, что 
в (11.5) кроме указанных переменных S(t), @(t), В({) должны 
входить тензоры-константы среды, например тензоры 4-го порядка 
Cijmn и т. д. являющиеся физическими постоянными вещества 
в начальный момент t=fo. 

Во многих частных случаях физические константы (функции 
T, В) при t=to — скаляры, а единственный начальный тензор- 
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константа — единичный 6; и порождаемые им тензоры 4-го и 
других порядков 


8:16”, 26 mn=8 im in ея 8in8jm- (1 1 .6) 


В таких случаях говорят, что среда начально изотропна, хотя 
она и может приобретать анизотропию в процессе деформации. 
В противном случае ее называют анизотропной. Для изотропных 
‹ред соотношения (11.5) могут быть существенно упрощены ($ 9). 

Мы считаем, что параметры Г, В есть заданные функции вре- 
мени и координат. В действительности нередко они сами являются 
искомыми и даже зависят от @. При этом необходимо еще ис- 
пользовать законы термодинамики и другие законы физики для 
немеханических параметров ($ 22}. 

5. Пример теории, в которой используются уравнения для 
неизвестных функций B(x, ¢), рассматривается в $ 22. Здесь и 
в других разделах параметры B(x, #) предполагаются известными 
функциями x, t. Уравнение, замыкающее систему (11.2), (11.5), — 
уравнение теплопроводности в виде (10.19) или (10.20) 


РТ A exp = в") =div(A grad7 (x, 1) +04» (11.7) 


означающее равенство выделяемого частицей через ее границу 
количества тепла внешнему оттоку тепла через эту границу. Ска- 
лярный функционал энтропии п! [@, Т, В], как и тензорный F, 
‚для рассматриваемой среды предполагается известным на основа- 
нии макроскопических опытов ($ 10). Уравнение (11.7) на осно- 
зании (10.4), (10.17’) преобразуется к виду 


[2 г д тп OT 
T — vt [8,7 = = 
Po 9 nt [8, Т, В] ддт (44 xn 


) + Pod: (11.8) 


Для изотропной среды, имеющей одинаковый для всех направле- 
ний коэффициент теплопроводности А: 


Margit, (11.9) 


Здесь A может быть известной функцией температуры T(x, 1) и 
плотности p(X, t) =ро/А. 

Другая форма записи уравнений, замыкающих систему (11.2), 
(11.5), следует из (10.48) и предполагает известным функционал 
знутренней энергии 


put [8 (x, 2), Тб, 9, BO, = AL + + 
(11.10) 


1 
рт дхт 


дхт 


д (^^” oT ) +00 
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В некотором классе необратимых термомеханических процессов 
В=0), включая и обратимые, система уравнений движения 
(11.2) замыкается, если известен только один функционал сво- 
бодной энергии wp, через который выражаются уравнения состояния 
(11.5), функционалы энергии, энтропии и рассеяния формулами 
(10.40), (10.41): 


; 1 aay ру ру 
2] == И — | - = | ie 
2 Го ы [бы ), ( DT ); li 


w= —py > 0. (11.11) 


Уравнение (11.10) преобразуется к виду 
гроте О т] eet (aan oF i+ pw’. (11.12) 
t 


at ~~ дхт ax" 


Если в необратимых процессах имеют место соотношения (11.11) 
и (11.12), то говорят, что существует обобщенный потенциал jp. 

По определению система уравнений (11.2), (11.5), (11.3) 
называется замкнутой системой уравнений МСС для внутренних 
точек области движения среды. В силу основного постулата ре- 
шение этой системы существует при некоторых начальных усло- 
виях и условиях на границе области. Уравнение (11.8) может 
быть заменено на (11.10). В случае существования обобщенного 
потенциала p система (11.2), (11.11), (11.12) замкнута. При этом 
функциональной производной ф по функции 2(х, #) называется 
ядро интегрального представления вариации ф по 2 (при t=f): 


1 
$ [...2+8] УГ... == | ( и ). (94, (11.13) 


т. е. функционал, зависящий OT p[...z], но не от 82; 2 — любая 
из функций вл Г, В: 
(=) = (=) 
Dz /; Dz ]т= 


Таким образом, замкнутая система уравнений МСС в лагран- 
жевых координатах определяет (вместе с начальными и гранич- 
ными условиями) две искомые функции: вектор-функцию x= 
=¢(x, f) и скалярную функцию Т(х, ¢), т. е. закон движения 
физических частиц и температуру. Все другие функции, представ- 
ляющие теоретический или практический интерес, являются 3a- 
данными операторами по (x, #) от @(x, #) и T(x, #), например де- 
формации (11.1), напряжения (11.5),. критерии разрушения 
в твердых телах, условия начала турбулентности, отрыва потоков 
в жидкостях и газах и т. п., и могут быть найдены. 


6 А. А. Ильюшин 
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Функционалы по времени над тензором деформации 6=A' A 
являются операторами над аффинором 4, например, тензор нан- 
ряжения St (8 (x, т)) = 5 (Ацх, 1). В уравнения движения входят 
производные $ (х, т) по координатам. Например, 


oa ae) —5 (A(x, т)). 
Ox” 


Следовательно, в соответствии с (11.13) 


t ~ 
д 7 DS*(A) \ A(x, т) 
— 3 (A(x, 1) = (= SOM dt. 
дха Сю | DA |. дх*дт 


O81 (AR) ya 3 (Ae a+ 


Ox% 


Ho А=дх/дх, так что 
( р5* oA —=(0504) 9х: (x, т) 
DA] x ax т бам ' 


и потому для любого функционала 5$' (A(x, т)), имеющего диффе- 
ренциал Фреше, 


t 
95/1 ral i) Ox! (x, т) ji 
= HAG, =f (DS'/DAj), 2 de. (11.13") 


Следовательно, уравнения движения (11.2) являются функциональ- 
ными по t и дифференциальными линейными относительно вторых 
(высших) производных по координатам для вектора перемещения 
u(x, t)=x(x, t)—x. Тип уравнений зависит от вида оператора 
5' (6). Таково же свойство и уравнения теплопроводности по от- 
ношению к энтропии. 

В эйлеровом пространстве обычно основными искомыми функ- 
циями являются вектор скорости v(x, #), плотность р (х, {) и темпе- 
ратура Т(х, #) в пространстве наблюдателя в неподвижных декар- 
товых координатах (х', х2, x3) или криволинейных координатах 
4: ($7), т. е. одна вектор-функция и две скалярные. Основными 
при этом являются следующие уравнения МСС. 

1. Уравнения, выражающие тензор скорости деформации P= 
=ЧеГу, а также дисторсии скоростей через вектор У: 


1 / dvi ди! 
= — И. 
м а areas Sl 


2. Закон сохранения массы, связывающий плотность e(x, t} 
с вектором у: 


др ‚ д (ри!) dine у — 
о 0, или Е +divv=0. (11.15) 
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3. Уравнения движения ($ 8) в виде 


или (11.16) 


связывающие дивергенцию тензора напряжения 5 с векторами 
ускорения dv/dt и заданной массовой силы Е-= Х!е.. 

Уравнения (11.14) — (11.16) получаются из (11.1), (11.2) и из 
условия сохранения массы рА=ро простыми преобразованиями OT 
лагранжевой к эйлеровой системе координат, содержащими закон 
движения х=ф(х, #) физической частицы. 

4. Уравнения состояния (11.5) в некоторых случаях, включаю- 
щих классическую теорию жидкостей и газов и теорию некоторых 
изотропных жидких и твердых тел со сложными свойствами, мо- 
гут быть преобразованы к виду 


2 (5,5, $; р, Т, B)=0, (11.17) 


где £ — тензор-функция перечисленных в скобках тензоров дис- 


торсии скоростей, напряжения, скорости напряжения 5 типа про- 
изводных 24, 21, ... ($9) и скаляров р, Т, В в точке x эйлерова 
пространства в момент 2. Ча основании формул преобразования 
$ 9 такой переход от (11.5) к (11.17’) возможен при частном виде 
функционала 9. При достаточно сложных функционалах (11.5) 
постановка задачи МСС в Э крайне затруднительна. 

В декартовых координатах x! (11.17”) означает, что известно 
шесть функций [/=[/ or д9/0х!, напряжений о" и их полных 


скоростей о'/, а также р, Т, В, причем Li‘! — декартовы компо- 
ненты L: 


о. f д . 
ba om, 074, р, T, p) =0. (11.17) 
ax! 

Если температура ТГ и параметры В известны как функции 
x, |, то уравнения (11.15) — (11.17) представляют замкнутую сис- 
тему десяти нелинейных дифференциальных уравнений в частных 
производных первого порядка относительно вектора у, тензора 5 
и плотности р, т. е. десяти искомых функций (5', о\, р). 

5. Уравнение состояния, замыкающее систему, ‘получается при 
известном функционале внутренней энергии и; на основании ин- 
вариантности формы 


Sa a о 
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В изотропной среде закон сохранения энергии имеет вид 


бб и 9 Г. 1 
: ie ыы + дж ( а) + Wa Ot ile} 


Если определены энтропия $ и рассеяние w*, то это уравнение 
заменяется следующим: 


69 (, oF 
Oxi 


. р 11.18" 
о ) + "++ 098 (11.187) 
В уравнении состояния вида (11.17) предполагается, что энергия 
и энтропия 5 — фуякции р, Т, В, а рассеяние w* — функция еще 
и тензора скорости деформации (11.14): 


и=и (о, Т, В), $=5 (0, Т, В), w=" (о, Т, В, vj). — (11.19) 


Процесс деформации просто выражается через производную А 
вектора перемещения u(x, #) пох и любые операторы по Е при 
x=const от @=АТА: все они объективно характеризуют процесс 
в частице. 

В Э основную искомую функцию представляет вектор переме- 
щения u=x—Dp (x, 1) или скорости V(x, Г); процесс же характери- 
зуется эволюцией тензора V;; (11.14) и теизора деформации, опре- 
деляемого (7.24): 

ди? ди" дит. 


Out 
и(х, = —- : 
BE iy (%, 2) xi + Oxi де Axi 


(11.20) 


Через скорости деформации v,; тензор £;; определяется диффе- 
ренциальным уравнением (9.34) 


дит дот 


ЧЕ; um Ве = , 
ея, +- Вт aa Uj}. (11.20’) 


0 
Ei; (x, 1) = t Bim 


Называя v;;(x, t) объективной производной от Е:; по времени, a 
Ei; — интегралом от о; ($ 9), по уравнению (11.20”) в принципе 
определяется поле тензоров производных и интегралов от тензо- 
ра скорости деформации (5%,), т. е. объективных операторов в Э, 
представляющих производные и интегралы от тензора деформа- 
ций в Л. 

Если среда идеально изотропна, т. е. изотропная при {=&, она 
остается изотропиой при любом ¢t>fo, то операторы (11.4) инва- 
риаитиы не только относительно преобразований при {= декар- 
TOBOH системы косрдинат х=х, но и относительно ортогональных 
преобразований координат (x‘) в любой момент 22. По основ- 
ному постулату МСС в этом случае физический процесс деформа- 
ции частицы X=const определяется указанным набором производ- 
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ных и интегралов от (vi) и (oi); определяющие уравнения (11.4) 
будут представляться, например, в виде 


0 о 
Oj; + MOjj=M (Ев, Umny Ир...) (11.21) 


где аргументы тензор-функции JY суть производные и интегралы 
от тензора деформации (Ех) или скорости деформации (v;;) в Э, 
а скаляр И — функция их инвариантов. Преобразования от 
(11.5) к (11.21) возможны для идеально изотропных сред. 

Если же при t=to среда анизотропна или в процессе деформа- 
ции она приобретает анизотропию, то преобразование (11.4) к ви- 
ду (11.21) практически невозможно. Обозначая аффинор А в Э 
через 6, 6 (х, {) =А( v(x, f), (), следовательно, 


вы И ov i__ Ov! 
B(x, =r" В; = Г, 
d(x, Bx, N=, HBh— 8, (11.22) 
x 


найдем тензор деформации @ в компонентах Ез (11.20) и выра- 
жения компонент тензора деформаций ei как алгебраических 


функций от Br (x, 8: 
QE; (x, 1) =8:;—BiBy, в = ЕтибРЫ. (11.23) 


Затем находим выражения компонент 5“ тензора 5 через его 
компоненты 0=0:; (х, t) ($9): 


5 = от ВВ! Oma == S676}, (11.24) 


Подставляя эти выражения e,, 5" в уравнения состояния 
(11.5), мы как будто бы преобразуем их в эйлерово пространство. 
Но, как уже выяснено в § 9, эта «подстановка» в общем слу- 
чае — сложная задача: оператор Я, определенный по параметру 
tu<t<t над функциями вра(х, т), должен быть преобразован 
в оператор над функциями Ер(х, f) uv (x, #) по переменным 
х, т. Но он уже не будет инвариантен относительно преобразова- 
ния системы координат наблюдателя BOO, «объективные» произ- 
водные и интегралы от E;j, vj; потеряют свое значение, так как 
в процессе деформации будут возникать новые тензоры «конс- 
тант» и фупкционалов анизотропии, отражаемые оператором 
(11.5). 

Выше рассматривались главным образом замкнутые системы 
уравнений для непрерывного поля векторов перемещения и, ско- 
рости у и тензоров 4 и 5. Существенное значение и интерес 
представляют разрывные поля, характериые для звуковых и удар- 


166 Глава Il] Физические законы и постановка задач MCC 


ных волн в жидкостях, сдвигов в земной коре и многих других 
явлений в природе и технике. 

Переход от постановки задачи в эйлеровом пространстве 
к постановке в лагранжевом значительно проще; поскольку в пер- 
вой определен вектор ь (x, #), то закон движения х=ф(х, #) из- 
вестен как решение уравнения v(x, Й=х, т.е. 0(p(x, #), = 
==х. Отсюда находим связь между 


B(x, ty ME u A(x, j= 2G! 


для физических частиц (x=const): 


A(x, )B(x, j=; 


= р. (11.25) 
A(x, Э=Ъ(ф, 1; ви(х, t) = АА. 


Скорости деформации и напряжения преобразуются по формулам 


1 д 
чи (я, = “EE АРА, 


ви) (x, = SADA, (11.26) 


Подставляя полученные выражения в уравнения состояния типа 
(11.17), получим их представление в лагранжевых координатах. 

В заключение приведем замкнутую систему уравнений МСС 
в эйлеровом пространстве для фиксированного в нем произволь- 
ного объема У с поверхностью Х и произвольного фиксированного 
интервала времени < ЕЁ. Разность значений функций z(x, #), 
определенных внутри У и на поверхности, в конечные моменты 
времени обозначим Az: 


Az=2z(x, t.)—z(x, 4) =2,— 2. (11.27) 


Такие уравнения полезны как в методах решения задач, так и 
в случаях, когда внутри или на границе области движения неко- 
торые функции и функционалы разрывны. Уравнения получаются 
интегрированием по { соответствующих интегральных (по объему) 
выражений рассмотренных выше законов сохранения массы, им- 
пульсов и энергии либо интегрированием по Ё и по V их диффе- 
ренциальных выражений. Но в принципе более правильно считать 
такие разностно-интегральные уравнения МСС аксиомами, непо- 
средственно согласованными с основным постулатом, определяю- 
щим функционалы, так как, по существу, в них допускается воз- 
можность не непрерывных (по x, t) решений, т. е. решений замк- 
нутой системы в обобщенных функциях. 
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Уже отмечалось для любой 2(х, #) соотношение 


dz 


9 (92) 1 0 (pviz) 11.28 
а @ ~ ae Mie) 


дж 


следующее из условия сохранения массы; найдем 
ty ty 
fat (o-e av = A (oe) av + {at pevnay, (11.28') 
т у у 4 = 


откуда при z=const получаем закон сохранения массы 


J Apav= = dt if рупах. (11.29) 
у t $ 


Интегрируя по { соотношение (820), получаем закон сохранения 
импульса (уравнения движения) 


\ А (pv)dV + ae pv (vn) as—f 4 | P dd +f ath pFdV. (11.30) 
у i § 4, у 


Закон сохранения энергии (10.48) в эйлеровых координатах 
имеет вид 


и Pap. 


Интегрируя это уравнение по Ё и V, учитывая уже известные пре- 
образования 


оу — Q 42 — 2 
у $ v 


oor vdv = PMvas + fe (F = =) vdV 
р у 


а также (11.28’) при z=v и г=и, получим закон сохранения энер- 
гии в разностно-интегральной форме. 


ts 2 
И («+ po hes ll («+ т. упаХ = 
ty t, 
= (Vv) 4 . 
{ate у Reb a ee oar paste (11.31) 


Второе уравнение (10.48) аналогичным образом приводится к сле- 
дующей разностно-интегральной форме закона баланса энтропии: 
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(лечит | dt fesvnaz— 


у „ = 
$ & 
р ec 1 c 
=— — —(w* 4 ) dV. 11,32 
4 = div qdV + {atl = (w* + 09) ( ) 
И iy 


Разностно-интегральные уравнения (11,28)—-(11.32) называют sa- 
конами сохранения для конечных объемов пространства, и ONIN 
вместе с законом Фурье q=—A grad Т также представляют замк- 
нутую систему уравиений МСС, если известны функционалы F, 
и, $, @*>0 и учитывается соотношение между $ и A"! на поверх- 
ности 2: в! =. 


$ 12. УСЛОВИЯ НА ГРАНИЦАХ ТЕЛ 
И ПОВЕРХНОСТЯХ РАЗРЫВОВ 


Поставить конкретную задачу МСС — значит выбрать ссответ- 
ствующую замкнутую систему уравнений, задать внешние силы и 
выбрать соответствующие начальные и граничные условия для 
вектора перемещений и или тензора напряжений $", или смешан- 
ные (для ии 5'/), а также выбрать условия для температуры 7, 
или потока тепла 4, или смешанные (Ти 9). Могут быть еще и 
смешанные термомеханические условия, связывающие между со- 
бой и, Si, Т, а, или еще более общего вида (включающие пара- 
метры В). 

Массовая сила, определяемая вектором F(x, Ё) и входящая 
в уравнение движения, в большинетве случаев известна. Это сила 
тяжести |F|=g, или всемирного тяготения, з некоторых случаях 
это известная сила инерции переносного движения, возникающая 
за счет ускоренного движения системы координат. Но иногда 
эта сила может быть определена с пеобходимой точностью только 
в результате решения некоторой задачи MCC, так как не явля- 
ется известной функцией (x, №, а функцией (x, x, {), как, напри- 
мер, сила тяготения между частицами тела. 

На границе тела У, которая может быть известной или неиз- 
вестной (при любом {), механические граничные условия могут 
быть кинематическими, динамическими и смешанными. В первом 
случае полностью задан вектор перемещения и) или скорости 
У”, во втором — вектор поверхностной силы PO, в третьем -—- 
векторное соотношение между Р‘», и) или PM, у. На частях 
поверхности УХ: Lu, У» Yup — могут быть заданы: на Ly — вектор 
u™ или у, на ХУ, — вектор PM, на Yup — векторное соотно- 
шение между ul) или у и PO и их производными по времени 
и координатам. На всех частях поверхности, следовательно, зада- 
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ется вектор и условия называются полными; если задается только 
компонента вектора — неполными. 

Перечислим основные механические граничные условия в за- 
дачах МСС в предположении, что граница области тела Х задапа 
уравнением Ф\(х, t)=0 в эйлеровом пространстве и единичная 
нормаль у=п к ней известна: 


grad Ф 


v(x, 1) =У= 
( ) | grad Ф | 


на Ф(х, )=0. (12.1) 


Поверхность Ф=0 представим состоящей из трех частей: У,, Ур, 
Хор. 

Кинематические условия на Sy в зависимости от свойств среды 
могут сводиться либо к заданию полного вектора скорости у (или 
вектора перемещения и), например на неподвижной поверхности 
Ф (х) =0 — условие полного сцепления (прилипания): 


на Ф(х)=0 v=0 (или u=0), (12.2) 


либо к заданию только нормальной составляющей вектора ско- 
рости или перемещения, например 


на Ф(х)=0 vv=0 (или уи=0). (12.3) 


Соотношение (12.3) называется условием непроницаемости. Усло- 
вие непроницаемости на движущейся поверхности W(x, #) нахо- 
дится так: в момент #+ 4{ частица среды с координатой x в мо- 
мент ¢ будет иметь координату x+vdt; если она была на по- 
верхности, т. е. M(x, #) =0, то и останется на ней, т. е. D(x+vdt, 
t+dt)=0, следовательно, после вычитания и деления на dt по- 
лучим 


v+ 2=0, (12.4) 


2. =erad Ф, (12.5) 


и потому на основании (12.1) получаем 


1 2 1 
|gradD| at ‘ 


vv 


(12.6) 


где of? — скорость движения поверхности Ф вдоль ее нормали. 


Условие (12.4) или (12.6) означает, что нормальная проекция 
скорости у среды совпадает с 9%); это условие совпадает 
с (12.3), если Ф=Ф (х) =0. Если задано движение каждой фикси- 
рованной точки x поверхности W(x, #) =0, т. е. задан вектор ско- 
рости v(x, #, то условие сцепления примет вид v(x, t)= 


170 Глава 111. Физические законы и постановка задач MCC 


=УФх(х, t) Ha M(x, t)=0, при этом автоматически выполнено ус- 
ловие (12.6) 


Ha Ф=0 у=—ух (или и==их). (12.7) 
Динамические условия па Xp в зависимости от свойств среды 
могут сводиться к заданию либо нормального напряжения 


на D(x, )=0 Р®.у=рУ 


P™ .y = S"yv, = ИПП; (12.8) 


(пример идеальной жидкости o;;=—p6ij), либо к заданию полнио- 
го вектора PS) внешней силы (напряжения). Поскольку на лю- 


у О 
бой площадке вектор внутреннего напряжения р — $, то ус- 
ловие в напряжениях имеет вид: 


на O=0 P) = 5, э) = оне, = РО). (12.9) 


Смешанные условия на Sp состоят в задании на Ф=0 двух 
(или одной) составляющих вектора У и одной (или двух) состав- 
ляющей вектора Р“”, а всего трех скалярных условий, т. е. час- 
тично — задания условий (12.7), частично — (12.9). Если а, b, 
с — три ортогональных вектора на поверхности, то три условия 
должны быть такими, чтобы одно относилось к направлению а, 
другое — к b, третье — кс, т. е. не было бы двух, относящихся 
к одному и тому же вектору, иначе задача МСС, как правило, 
оказывается неопределенной. 

Основные температурные граничные условия состоят либо 
в задании на поверхности температуры: 


на Ф=0 T=To (x, t), (12.10) 
либо в задании теплового потока: 
на Ф=0 ЧУ = 9 (х, 1. (12.11) 


Условие (12.10) возможно потому, что па границе двух однотил- 
ных сред, разделенных поверхностью Ф=0, температуры бывают 
одинаковыми и условие (12.10) означает непрерывность темпера- 
туры на Ф=0. Условие (12.11), если только на поверхности Ф=0 
не образуется тепло, аналогично можно рассматривать как тре- 
бование непрерывности потока через поверхность, если же тепло 
образуется (например, за счет трения двух тел на поверхности 
Ф=0), то правая часть (12.11) будет состоять из теплообразова- 
HHA Jor и потока тепла от внешнего тела. Поток gar часто счита- 
ется пропорциональным разности температуры тела Т на Ф=0 и 
температуры внешнего тела Te: 


дФ=(Т— То), (12.12) 
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где К называется коэффициентом теплоотдачи. Если твердое тело 
с границей Ф=0 сильно нагрето, то в пустоту (приближенно — 
в воздух) оно отдает лучистое тепло; в условии (12.11) в этом 
случае gm может быть взято согласно закону Стефана—Больц- 
мана: 


go=e (вт) (12.12') 
100 
где T — температура тела на поверхности (К), с — постояппая, 
зависящая от свойств тела. Для абсолютно черного тела со= 
=5,8 Вт/м?, для «серых» тел с=есо причем г для разных тел 
имеет зпачения от 0,96 для окисленных шероховатых черных ме- 
таллов до 0,3 для блестяще полированных. 

Поскольку уравнения движения среды содержат ускорение, а 
уравнение теплопроводности — скорость изменения температуры, 
динамические задачи требуют кроме граничных условий  поста- 


‘ 0 

новки еще и начальных условий. В перемещениях u=x— v(x, И = 
=и=ф(х, {)—х эти условия, как и в теоретической механике, 
имеют вид 


=, Фи (x), V=*p, (x), 
HIM (12.13) 
tt, u=9,(x), =p, (x) 
=, U= G2 (xX), „=, 
где ф, ф — заданные векторы (обычно ф›=0). Начальное усло- 
вие для температуры 
=, T=x' (х)-—х' (x), (12.14) 


где х — заданные функции координат. 

Условия на поверхностях разрывов. Выше рассмотрены ус- 
ловия на поверхности У (Ф=0), являющейся границей рассматрн- 
ваемой области С движения среды. В дипамических проблемах 
МСС необходимо учитывать возможность возникновения поверх- 
ностей разрыва внутри области С. Такие поверхности могут воз- 
никать в средах, обладающих упругими свойствами (наряду с 
другими свойствами, отражеппыми операторами Я, и, От, ... 
($ 12)) за счет прилагаемых в какой-то момент внезапно внеш- 
них сил (F, 9) или других воздействий (соответствующих пара- 
метрам В). Эти поверхности движутся внутри С, выходя на гра- 
ницу Хх, отражаясь от нее или сообщая ее пеподвижным участкам 
сильные толчки, иногда вызывая разрушения и т. п. Движение по- 
верхности разрыва называют волной разрыва в среде. Типичными 
примерами являются сейсмические волны при  землетрясепиях, 
ударные волны в атмосфере от взрывов и сверхзвуковых движе- 
пий летательных аппаратов. 
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Возможность или невозможность возникновения волн в среде 
полностью определяется типом присущих ей функционалов состо- 
яния F и От ($ 11), которые в уравнениях движения и распрост- 
ранения тепла дифференцируются по координатам и времени. Но 
именно на поверхностях разрывов они могут терпеть разрывы, и 
потому дифференциальные уравнения должны пониматься в 0боб- 
щенном смысле или заменяться интегральными. Это означает: 
либо решение задачи МСС, т. е. x(x, {), v(x, И, T, p..., надо ис- 
кать во всей области С в виде обобщенных функций, либо по- 
верхности разрывов выделить из С и включить в состав поверх- 
ности Х, на которой записываются «граничные условия», и тогда 
искать в получившейся области классические решения. 

Второй путь в МСС пока является более распространенным, 
и потому необходимо записать особо уравнения на поверхностях 
разрывов. 

Поверхностью (или волной) сильного разрыва в термомехани- 
ческих задачах называется движущаяся в среде поверхность, па 
которой терпят разрыв тензор деформации 6, температура Т и, 
следовательно, тензор скорости деформации Г и могут иметь раз- 
рыв функционалы Я“ уравнений состояния, т. е. тензор напряже- 
ния и функционал внутренней энергии и[&, Т], входящей в закон 
сохранения энергии. В задачах с влиянием  электромагнитного 
поля могут иметь разрыв также параметры В. Поскольку преоб- 
разование уравнений при переходе от эйлеровой к лагранжевой 
системе координат выяснен, рассмотрим вопрос`в эйлеровом про- 
странстве. Пусть уравнение поверхности разрыва, ее нормаль и 
скорость распространения вдоль нормали имеют выражения 

OH 
о (12.15) 


Н = 
оао, | grad H | 


Индексом «1» отмечаем состояние среды перед фронтом волны, 
индексом «2» — за фронтом (т. е. уже возмущенное волной сос- 
тояние). Поверхность Н=0 предполагается настолько гладкой, что 
в окрестности точки х в момент Ё ее можно заменить касательной 
плоскостью и рассмотреть малый элемент площади ее поверхности 
Axx, одинаковый в момент Ёи t+dt (dt=const). За время dt 
в неподвижном слое объема AVy=AZy-UMdt пространства наблю- 
дателя произойдут следующие изменения: значения в момент # 
плотности, скорости, температуры, внутренней энергии, вектора 
напряжения, параметров В (следовательно, тензоров деформаций, 
скорости деформаций, напряжений ... 


р. =р(х, 0, м =у(х, 0, Т,=Т(<х, 8, (12.16') 


u,=u(x, ft), PY =o%(x, дп, (х, He, пе 
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скачком изменятся и получат значения 
Po=p(x, 2+4), у,=... PS” ой (x, t+dt)n, (х, dey. (12.16") 


Подчеркнем, что п=у и v (12.15) за время dt изменяются пре- 
небрежимо мало. 

Скоростью D(x, t) распространения поверхности разрыва или 
ударной волны в среде называется скорость движения поверхности 
разрыва вдоль ее нормали относительно невозмущенного волной 
вещества, т. е. D=v—wyv,, Изменение скорости среды после про- 
хождения волны обозначим V; таким образом, 


Av=V=v,—V,, D=v™ —y,n, (12.17) 


Условия непрерывности перемещения u(x, t) перед фронтом 
Н(х, ) =Оби за фронтом (индексе 2) Аи==и(х, t)—u,(x, Й =0 
можно рассмотреть еще в момент Е+6Ё когда точке x на 
(x, И =0 можно сопоставить точку х’=х-\0©)6Ё, которая будет 
на поверхности Н (х’, t+6t)=0; скачок перемещения и будет 


(я £81) —uy (x, +80 (& ы 


wo LA sr) =0, (12.18" 
at 


где ‘A (0u/0...)==(0u/0...), — (ди/0...),. Пусть & — бесконечно малый) 
вектор на поверхности Н (х, #)=0 в точке x: 
VE=0, (e+ Эша. 


x 


Поскольку Е — любое направление в (x, ft) Ha Н=0, то отсюда 
следует, что существует диагональная матрица Z=diag(z!, 22, 23), 
такая, что 


А. и, (12.18") 
Ox 
откуда (умножая Ha %) находим 
ИА dui eae. out 
Ox ov 
Из (12.18’) теперь имеем 
tg out =f 
z'uv А >: 


и, внося 2 в формулу (12.18”), получим три векторных равен- 
ства 


Out dui 
A 
Ox + ot 


avn v=0 (12.18””) 
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или девять скалярных кинематических условий на поверхности 
разрыва Н (x, #) =0: 


ди (оды \ (би \ _ Me ди \ _ | и ее 
а (=) = oY [( at iF ( at ),|= 
У ди ‘ 
a A (2, R=1, 2, 3). (12.18) 


Применим к объему AVy законы сохранения (11.28)—(11.31), 
полагая в них = &=+ а Высота цилиндра, представляющего 
объем АИ», равна v@dt и предполагается бесконечно малой более 
высокого порядка сравнительно с линейным размером площади 
основания АХн: 


оо (Vd, ), AV,=0dtAS,, 


и потому интегралами по боковой поверхности в законах сохране- 
ния можно пренебречь. На «верхнем» основании цилиндра, име- 
ющем положительную нормаль у, все величины имеют индекс «1» 
и постоянны на всем интервале времени &<Е<; на нижнем (с 
нормалью —v) также постоянны, имеют индекс «2». Из (11.29) 
находим 


Ap- AV,,=A (ру) па, dt, 
или (12.19) 
ul Ap= nA (pv). 


В левой части (11.30) первый интеграл равен A(pv)AVy, вто- 
рой равен 


[о;у; (уп) — P2V2 (У2п)] АХ; 
в правой части С” = — 5”), 9} =, — и потому первый ин- 


теграл равен —А®(“ АХ, второй — порядка pFdtAVy, т. е. 
высшего порядка малости. В результате из (11.30) получаем 


vA (OV) — рам, (Vat) - рам (уп) = —AP™ | (12.20) 
В (11.31) интеграл, содержащий массовую силу, также отбрасы- 


вается, интеграл, содержащий параметр В, обозначим ©,.АХнай; 
тогда, аналогично предыдущему, из (11.31) получим 


а. 
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Если величина Ws+pq, ограничена внутри объема AVy, то 
9,=0; если же она терпит разрыв на фронте волны, то может 
быть конечной и тогда вычисляется по формуле 


+4 
1 
= } dt у (Ив -+ 0%) dV. (12.22) 
aA 


Уравнения — два скалярных (12.19), (12.21) и одно векторное 
(12.20) — называются динамическими условиями на поверхности 
разрыва, или на ударном фронте. Они путем алгебраических пре- 
образований на основании (12.17) приводятся к простому виду 


p,(D—nAv)=p,D; — p,DAv= — Ae; fae 


р В [ди + + (Ау = — PM Av + ndq+Q5. 


Впрочем, (12.23) получаются из (12.19)—(12.21), если в них 
заменить 


м0, ч,-А9, 59, (12.24) 


так как физические законы в МСС не зависят от скорости пере- 
носного движения у! окрестности физической точки. 

Как видно из (12.15), (12.17), функция H(x, t) удовлетворяет 
уравнению 


— и —v, grad H=D| grad Н|. (12.25) 


Выбор допустимых граничных условий на поверхности Х, огра- 
ничивающей область С; движения среды, как и тип замкнутой 
системы уравнений, определяется физическими свойствами веще- 
ства среды, т. е. видом функционалов состояния YF, энергии и 
и др. 

м Нормальным для многих сред является обратимый оператор 
$, т. е. имеющий взаимно однозначный обратный относительно 
& в лагранжевых координатах ($ 9): 


5 ети» Т, В, визе (5”", Т, В). — (12.26) 


Таковы операторы теории упругости, вязкоупругости, пластичнос- 
ти (упрочняющихся материалов) и др. Нормальными для изо- 
тропных упруговязких жидкостей являются уравнения состояния, 
содержащие две функции — скалярную р(р, Т, В) и тензорную 
fij(Omn, Т, В), разрещимые однозначно относительно р И Umn (при 
Эти 0): 


в/=—р(р, Т, B)Si;+Fis (ть, Т, В), 


| (12.27) 
Umn=fmn (Gi; 06, Т, В), р==р(р, Т, В). 
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Первое из представлений (12.27) функционала F легко пере- 
писывается в лагранжевых координатах pV g =p,) и дает вы- 


ражение 9. Функционал F (12.26), вообще говоря, также обра- 
тим. В этих нормальных случаях функции Я независимы между 
собой, функции fi; (12.27) также независимы между собой, т. е. 


допускают обратные и’, р. 
В особом случае идеальных жидкостей ($ 13) имеют место 
тождества 


fv=0 (р, j=1, 2, 3), (12.27’) 


следовательно, обратные операторы [7 не существуют: 
— 76; 6; 5i;= — 3p, 
вме, = — ру. (12.28) 


0 


В особом случае идеально пластических изотропных тел суще- 
ствует соотношение ($ 18) 


(0:/— 08) (0;;—06;;)=const, 30=0;/5;;, (12.29) 
и потому оператор ¥ не вполне обратим. 


Для всех сред, принимаемых в теории как объемно-несжимае- 
мые, 


р=р, A=Veg=1, divv=0, UnnSmn=0, (12.30) 


оператор Я He вполне определен, так как вследствие (12.30) 


могут быть заданы любые процессы (&, Т, В) для физической 
частицы, а значит, и на поверхности Х всей области тела. Интег- 
рируя div v=0 по объему области У, получим 


{div vav=f vvd==0. (12.31) 
у = 


При этом обычно существует обусловленный обратный оператор 
(согласованный с условием (12.30) и дающий однозначную зави- 
симость @ или Гот ($, Т, В)) или обусловленный прямой Я 1: 


$ ое (о, 6, Т, В), би =0, в=1. (12.32) 


Осповной постулат МСС, утверждающий, что внутреннее сос- 
тояние малой частицы вполне определяется природой среды, за- 
данием закона измепения ее границы или сил на границе и при- 
тока энергии (8’A, 6’От, 6’Ap) через границу во времени относит- 
ся, конечно, и ко всей области движения среды, если учесть еще 
работу массовых внешпих сил. Это значит, что решение полной 
системы уравнений МСС при граничных условиях, правильно от- 
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ражающих приток энергии и импульса непосредственно на грани- 
це, существует. 

Приток энергии дальнодействия (силы тяжести, электромаг- 
нитных сил, ...) отражается работой массовой силы F, входящей 
в уравнения движения, и функциями параметров В, входящими 
в законы сохранения. 

Движение физической границы Хх области в лагранжевых KO- 
ординатах определяется заданием закона движения ее физических 
точек . 


x=: (x, 0, ххх (о, В), (12.33) 


причем х=х, (а, В) — параметрическое уравиение поверхности, 
на которой эти точки расположены при {=5, а х=ф», — ее пара- 
метрическое уравнение в момент {; или заданием вектора скорос- 
ти точек у, (х, #) на поверхности W(x, {) =0 эйлерова простран- 
ства 

v(x, f)=vs(x, ) при Ф(х, t)=0, (12.34) 


если эта поверхность известна и является физической границей 
Уг. В этом случае, как уже выяснено, $; (12.33) и есть решение 
уравнения 4ф»/4Ё= у: (фз, #), и условия (12.33), (12.34) эквива- 
лентпы. 

Приток тепла определяется заданием на Х пормальпой состав- 
ляющей вектора потока тепла 4’=9х или условием на Х 


qgrad D— д] егаа D| =0, (12.35) 


которое может быть представлено с помощью как (12.33), так и 
(12:34). С точки зрения основного постулата условия (12.33) или 
(12.34) и (12.35) вместе с пачальным условием во всей области 


ist, TST, (12.35’) 


являются естественными для сред с обратимым функционалом F, 
и решение термомеханических задач существует. Условия (12.34) 
могут быть заданы и на произвольно движущейся заданной по- 
верхпости D(x, #) =0. 

Для обратимых операторов с точки зрения основного постула- 
та задания @ или 5 эквивалентны, и потому эквивалентны в 
смысле существования решения задания условий (12.33) или ди- 
намических условий 


S"v.9;=P (x, 9 при х= хх (а, В) (12.36) 
или 
= PL (x, t) на M(x, 0=0 (12.37) 


с сохранением условия (12.35). Замена (12.35) условием (12.10) 
физически также оправдана. 
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Интересно сопоставление кинематических и динамических ус- 
ловий (12.34), (12.37) и термодинамического (12.35) с условиями 
на поверхности разрыва (12.23): при постоянной «массе» р.б = 
=const в невозмущенной среде (и =0, PY =0, qi=0, О, ==0) 
задание скорости Av тождественно заданию силы AP™ и на- 
оборот; вместе с заданием теплового потока пА4 любое из этих 
механических условий однозначно определяет энергию Ди. 

Смешанные граничные условия, о которых сказано выше, 
вследствие эквивалентности кинематических и динамических так- 
же им эквивалентны. Естественно, что все эти условия нетожде- 
ственны, они эквивалентны в смысле возможности существования 
решения замкнутой системы уравнений МСС. 

Особые случаи граничных условий для сред с необратимымн 
и не вполне обратимыми операторами 9 уточняются с учетом их 
свойств. В несжимаемых средах условия (12.34), (12.36) допол- 
няются ограничениями (12.31) на задаваемые векторы (ф», Vz) и 
re | ae ea заданием граничного условия Ha в, вытекающим 
из (12. 32): 


пи, 0о=б пе М, на O=0. (12.38) 


При условиях (12.34), (12.31) дополнительно должно быть за- 
дано нормальное напряжение №, в одной точке на поверхности. 
При условиях (12.37) o(x, #) является новой искомой функцией, 
и ей соответствует уравнение несжимаемости 


divv=0 или g=1 (12.39) 


и условие (12.38) на границе, вытекающее из (12.37). В идеаль- 
ных жидкостях сообщаемая через границу DY мощность механиче- 
ских сил сводится только к работе нормального давления. р на 
нормальной составляющей вектора скорости. Поэтому условия 
(12.34) сводятся к заданию одного скаляра охл: 


ПУ их, (Х, 4) на Ф=0, (12.40’) 


а условия (12.37) на основании (12.28) приводятся к виду (12.38), 
причем o=—p и задан скаляр Ny: 


p=—N, на O=0. (12.40") 


В случае идеально пластической среды кинематические усло- 
вия (12.33), (12.34) сохраняются и решение замкнутой системы 
должно существовать в силу основного постулата; по той же прн- 
чине при условиях (12.37) статическое решение ($ 18) при про- 
извольных нагрузках A”) не существует на основании (12.29). 

Закончим общими замечаниями о краевой задаче МСС. Каж- 
дое из уравнений замкнутой системы и каждое из граничных и 
начальных условий термомеханической задачи можно рассматри- 
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вать как равенство нулю компоненты некоторого многомерного 
вектора — оператора А над двумя функциями х=Ф(х, {), T(x, #) 
по параметрам x, ¢ в ограниченной области их изменения 


хе [6(0), 20], ВЕРЬ. (12.40) 


Для обратимых операторов Я компонентами А!=0, A?=0 векто- 
ра А=0, относящимися к области параметров (12.40), исключая 
=, являются одно (векторное) уравнение движения и одно урав- 
нение теплопроводности. Компонентами Аз, А“ из области (12.40), 
исключая G(t), являются одно граничное условие (векторное) и 
одно условие притока тепла. Компонентами Аз, Аб, A’ из области 
изменения параметров (12.40) при {=®=с0п5{ являются началь- 
ные условия для фи Т: при t=fo 


Аз =фр— Ф, (x)=0, 
Ate © до, Ar T—Ty=0. 


Если обозначим 1 (1:, Ne Ney Та, Ns Ne Nz) произвольный не- 
ортогональный А вектор с компонентами, определенными в соот- 
ветствующих областях изменения параметров x, ЁЬ то все семь 
(15 скалярных) уравнений запишутся в виде 


n(x, ДА (Ф, T)=0. (12.41) 


Наиболее просты линейные задачи, для которых оператор А — 
линейный относительно (ф, Т), так как для таких задач наиболее 
развиты точные методы решения. В общем случае распространен 
метод линеаризации на основе уравнения (12.41) в вариациях: 
если некоторое решение @°(x, {), Т°(х, #) уравнения (12.41) изве- 
стно, то разыскивается близкое решение $’, T!, удовлетворяющее 
уравнению 


ML (Ф» 7°; 9, 6Т)=0, (12.42) 
причем 


Г =8А-А (ф, T)—A(q!, T)=A (+ 59, T°+87)—A (g’, TY). 


Для уравиепий МСС с обратимым Я” оператор L будет линейным 
относительно 6$, 67. Эту процедуру иногда удается применить 
многократно и постронть последовательность ($', Т'),..., ($", Г"), 
сходящуюся к решению уравнения (12.41). Формальное доказа- 
тельство теоремы существования для уравнения (12.41) во мно- 
гих случаях является сложной задачей. Вопрос о единственности 
решения в определенной мере связан с решением уравнения в ва- 
риациях (12.42). Если заданные функции, входящие в уравнение 
ПА =0 (qo, фо, Xz ...), не варьируются, то уравнение в вариациях 
nL (Фо, T°, 59, 5Т) =0 по определению $’, Г’ имеет нулевое реше- 
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ние: бф=0, 67=0. Но если существует еще и решение, не равное 
тождественно нулю, то заключаюг о возможной неединственности 
и неустойчивости решения 94°, ТЗ и пеустойчивости самого движе- 
ния среды. Это грубо обоснованное заключение в большинстве 
случаев оправдывается в опыте. Строгая постановка исследования 
устойчивости решения уравнений (12.41) принадлежит к числу 
современных вопросов, не получивших общего решения. 

Каждая компонента вектора А вместе с соответствующей ком- 
понентой 1] имеет свою определенную область изменения парамет- 
ров x, 5 например, A!, А?, ць ne имеют область хеС, (== (&, и) 
и т. д. Если интегралом nA по области его определения назвать 
сумму интегралов от произведений его компонент A* на соответ- 
ствующие компоненты Nx, из которых каждый взят по «объему» 
соответствующей области определения Q*, то уравнение (12.41) 
можно заменить обобщенным уравнением 


{nA d2=0. (12.43) 


уе 


Отсюда следует (12.41) не только при совершенно произвольном 
\, но и цв виде некоторого оператора по x, { над произвольными 
вариациями искомых функций. Это приводит к вариационной по- 
становке задач МСС. 


Глава IV 


КЛАССИЧЕСКИЕ ТЕОРИИ 
АЭРОГИДРОДИНАМИКА И ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ 


Простейшие в МСС тела — идеальные и классические (нью- 
тоновские) жидкости, идеально упругие твердые тела. Эти тела 
(идеализированные модели реальных тел) обладают фундамен- 
тальными свойствами реальных жидких и твердых тел, причем 
свойства, во многих случаях второстепенные, не учитываются. Опыт 
показывает, что поведение многих реальных жидкостей, газов и 
твердых тел в определенных условиях достаточно точно описывает- 
ся уравнениями механики сплошной среды, построенными для ука- 
занных идеальных тел. Методическое значение моделей состоит 
еще и в том, что из сопоставления с опытом получается возмож- 
ность изучения отклонений свойств реальных тел от свойств мо- 
делей и, значит, возможность уточнения теории. 

Жидкостями в механике сплошной среды называются тела, со- 
противление которых сдвигу при любой деформации стремится к 
нулю, если скорости деформации равны нулю в течение достаточ- 
но большого промежутка времени (1-00). 

Твердыми телами в механике сплошной среды называются те- 
ла, сопротивление сдвигу которых при постоянных во времени 
значениях компонент тензора деформации остается отличным от 
нуля и конечным в течение сколь угодно большого интервала вре- 
мени (foo), 

Бесконечный интервал времени в опытах не реализуется, и 
фактически речь идет об интервалах, значительно превосходящих 
времена релаксации. Для некоторых тел эти времена ничтожны, 
для других — очень велики. 

Напряженное состояние малой частицы любой среды в любой 
момент { характеризуется тензором напряжений 5, который в 
главных осях напряжений всегда имеет диагональную матрицу 


000 
Оо, 01. 
0 Оо, 
Экстремальные касательные напряжения, действующие в этой ча- 


стице в момент Ё по плоскостям, делящим пополам углы между 
плоскостями главных напряжений, равны 
6: — 82 Gz — 03 — 5-1 


ть = ‚ Те > № 
12 2 23 2 31 2 
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По определению рассматриваемая частица будет частицей жид- 
кости, если при 6=const и too т12=тоз=тз!=0, т. е. 


t—>- oo, 6. =0:=0:=-—р.,, 
или частицей твердого тела, если при 6 =const 
t— oo, [Tap | max 22 То > 0, 


т. е., вообще говоря, при {00 01502703701. 
Классические теории относятся к термомеханическим процес- 
сам. 


$ 13. ИДЕАЛЬНЫЕ ЖИДКОСТИ И ГАЗЫ 


Идеальная жидкость (газ) — это среда, в которой рассеяние 
отсутствует (#*=0) и сдвиговые сопротивления которой при лю- 
бой деформации и скорости деформации в любой момент време- 
ни равны нулю, т. е. для любого # 


01=0.==0:= — р, (13.1) 


следовательно, и девиатор напряжений равен нулю. Поскольку 
главные оси напряжений всегда взаимно ортогональны, то на ко- 
coh площадке с нормалью %(1, lo, 13) вектор напряжений в,=Р” 
равен 


бу о: + Ggly ++ 03 = — pv, (13.2) 


т. е. OH направлен по нормали к площадке и имеет величину —p. 
Следовательно, давление р по всем площадкам, в данный момент 
проходящим через данную точку среды, одинаково. Обычно пред- 
полагается, что р>0, т. е. это всегда действительно давление. Од- 
нако реальные жидкости могут выдерживать и некоторые всесто- 
ронние растягивающие напряжения (р<0), и в понятие идеаль- 
ной жидкости мы ‘не будем включать обязательного требования 
р>.0. 

В эйлеровых ортогональных декартовых координатах x; (i= 
=1, 2, 3) тензор напряжений в идеальной жидкости имеет про- 
стейшее выражение 


си==— рву. (13.3) 


Уравнения движения сплошной среды в рассматриваемых ко- 
ординатах уже найдены в $ 8 в виде (8.13): 


д : 
pf ох, — 2 (i=1, 2, 3), (13.4) 
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или любой из двух векторных форм, включающих (8.16), 


av 
4V___ oF — — prad р, 
p-7-— pF = —egrad p 


4 grad v?—vxrotv ii grad p=F. 


Они называются динамическими уравнениями Эйлера. К ним 
должно быть присоединено уравнение сохранения массы 


4 р divv=0. (13.6) 


Система (13.5), (13.6) есть система совместных дифференциаль- 
ных уравнений в частных производных первого порядка относи- 
тельно вектора скорости У и скаляров р (давления) ир (плотно- 
сти). Это незамкнутая система, так как для пяти функций коор- 
динат и времени Uy, Ue, Us, р, р она дает только четыре уравнения 
указанного типа. 

Динамические уравнения Эйлера можно записать также в ла- 
гранжевых координатах. Пусть, как и ранее, х=х(х, {) — закон 
движения частицы, причем X=X;€; — ее начальный декартов ра- 
диус-вектор, а 


x=@ (x, )=x-+u(x, 2) 


— ee текущий радиус-вектор. Поскольку в момент Ё лагранжева 
система координат xi=const (i=1, 2, 3) является, вообще гово- 
ря, криволинейной, ковариантные и контравариантные базисы и 
метрические тензоры определяются законом движения (4.15), 
(4.23), (4.48) 


ox Ox; дж Ox, 
= Sey —, By. би, ..., (13.17) 
Ox, Ox; Ox; дх; 
$ ms Ox; 
т. е. эь э', Ви, 8 выражаются через частные производные oem 
he 


За искомые функции можно принять либо х:(х!, Xo, хз, #), либо 
и: (хь, Хо, Хз, #), причем gi; и 89 алгебраически выражаются че- 
рез компоненты тензора деформации. 

Найдем выражения контравариантных компонент $ тензора 
напряжений $ в момент Ё в базисе э;. По определению идеальной 
жидкости вектор истинного напряжения на площадке, построен- 
ной на векторах 92 и 93, направлен по- нормали к ней (а направ- 
‚ление нормали совпадает с 9!) и равен давлению р, т. е. 


1 13 
рр — _ Fe 
Post Vg 
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Аналогичные выражения получим для P® и РЗ. Вектор напря- 
жения $! равен 


$ =РЕ VY gi = —рэ!; 


аналогично выражаются S?2, $3, 
Следовательно, 


$1=5 9, = — pa‘. (13.8) 

Умножая это равенство на э/ и учитывая (137), получим 
$4 = рей. (13.9) 
Соотношения (139) представляют просто преобразования со- 
отношений (13.3) от базиса е; к базису э'. Уравнения движения 


сплошной среды в лагранжевых координатах, имеющие вид (8.8) 
или, после умножения ero на э*, 


УЗ +p (Fi—w') =0, 
преобразуем, учитывая (137), (13.9) и очевидные соотношения 


Vi (pg) = BV p= gi 


oa 
я F дхь 
Fi=Fo!=giiFa;=gX, 4 (13 10) 
i 
р ‚ ‘J Oxy 7 Ox, дхь 
wala pil yy ЕН eel 
ees Ox; Е a дх;’ 


где Xx, We — декартовы компоненты (в репере е;) векторов мас- 
совой силы и к Имеем 


Ox, \ дхь 
aig h Se о И Se 
Е ps (%— of? ) 9х; % 


Отсюда, умножая Ha Zim, получаем лагранжеву форму уравнений 
движения идеальной жидкости 


Oxy f Ox, x,)4 1 др о (i 
= — —^ = i=1, 2, 3). 13.11 
Ox; ( ot »)+ р Ox; ( , ) ( ) 
Здесь, конечно, 
Oxy, д?иь A диь 
; =64 
ot? of Ox; Ox; 


Уравнение сохранения массы имеет вид 
дх; | 
Ox; 


fo — 


% — Ир или =A, (13 12) 


р 
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Мы снова получили незамкнутую систему четырех дифференци- 
альных уравнений в частных производных для пяти функций ко- 
ординат х: и времени Ё хи, хо, хз (или Ш, 2, Из), р, р. Эти урав- 
нения имеют второй порядок по Ё (относительно х) и первый — по 
X; (относительно x, р). 

Идеальная несжимаемая жидкость — это идеальная жидкость, 
плотность каждой малой частицы которой во времени не изменяет- 
ся. Если при #=Ю плотность ро была постоянной, то она в несжи- 
маемой жидкости останется постоянной и при Ё>1; такая жид- 
кость называется однородной. Если при #=& Po=Po(Xi, Х, Хз), то 
она такой останется и при >to, т. е. о=ро(хи, Хо, Хз) *. Уразнения 
движения в форме Эйлера и условие несжимаемости в эйлеровом 
пространстве имеют вид (135) и 


div у=0, (13 13) 


причем представляют собой замкнутую систему четырех дифферен- 
циальных уравнений первого порядка в частных производных для 
четырех функций координат и времени: Vj, Vg, V3, р. 

В форме Лагранжа уравнения движения идеальной несжимае- 
мой жидкости имеют вид (13.11) с условием несжимаемости 


== или | |= А=1. (13 14) 
| дх; 

Идеальная баротропная жидкость — это идеальная сжимае- 
мая жидкость (газ), давление р в которой — определенная функ- 
ция только плотности р 

р=р(р), (13 15) 
причем 
2—4. >0, -® 50, (13 16) 
ар di 


4, 
Величина c= V2 называется скоростью звука. 


В начале курса на примере идеального газа мы уже встреча- 
лись с уравнением состояния р=КоТ, которое для изотермических 
процессов совпадает с (1315), причем р(р) есть однородная ли- 


нейная функция, а для адиабатических - приводится к виду 
(13.15), причем p(p) — степенная функция с показателем у>1, 
так что в обоих случаях 
м 
P=Pp [= х peed. (13.17) 
Ро 


* В этом случае жидкость называется неоднородной. 
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Уравнения движения и сохранения массы (13.5), (13.6) (в эй- 
леровых координатах) или (13.11), (13.12) (в лагранжевых) за- 
мыкаются для баротропной жидкости пятым соотношением (13.15). 

Введением функции давления при потенциальной силе F (§ 8) 


рр, F=—grad ¥, (13.18) 


из (13.4), (13.5) получаем замкнутую систему для V, р 


-в _F+ grad P(p)=0, +р@уу-0, 
(13.19) 


+ grad (P+¥.++) =vxrotv. 


Аналогичная система в лагранжевых координатах получается из 
уравнений (13 11), (13.12), (13.15). 

Для слабо сжимаемых жидкостей при небольших давлениях 
скорость звука с в ряде случаев может считаться постоянной При 
этом Р=с?]пр; уравнения сохранения массы и динамические урав- 
нения будут содержать только функции У и Р, причем первое из 
них имеет вид 


1 dP И 
ав 0. 


Отбрасывая в уравнениях (13.19) квадратичные члены v2, ух 


Xrotv и и; an получим систему 
xX 


ду 
РАНЕ P—F=0 
р + grad 5 


; 1 oP _ 
divv + — ai =0, 


приводящуюся к волновому уравнению с источником 


OP _AP—divF, (13 19’) 


a. 
с? др 


из которого и следует, что с=У@р/4р есть скорость распростране- 
ния слабых возмущений (скорость звука). 

Идеальный разреженный или совершенный газ — это идеаль- 
ная жидкость, подчиняющаяся уравнению состояния Клапейрона 


p=RoT (Ар=ро), (13 20) 
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причем внутренняя энергия единицы массы прямо пропорциональ- 
на температуре 


ие Г ==... (13.21) 


В начале курса ($ 2) доказано, что такими свойствами обладает 
одноатомный газ при давлениях, не превышающих сотен атмосфер, 
причем в системе CGS постоянная ¢,=3k/2m (k — постоянная 
Больцмана, m — масса атома), R=k/m. 

Многие инертные газы с достаточным приближением подчи- 
няются уравнениям (13.20), (13.21). Например, для воздуха R= 
—=2,87. 10% см2/с?.К. 

Уравнение (13.20) представляет собой соотношение между на- 
пряжениями, деформациями и температурой для рассматриваемо- 
го тела. Выражение внутренней энергии и (1321) через два един- 
ственных для этой среды независимых параметра состояния р и 
Т (u ot p не зависит) получено в статистической механике и из 
опыта. 

Запишем закон сохранения энергии (§ 10) 


рби—5'0-- $ бен. 


Так как 

оиби=ин = У, 
то из (13.3) 1 

бе; = оли = — р div v dt. 

Из (13.6) 

ау — > ae. 

pe ut 
Учитывая все это, закон сохранения энергии запишем в виде 
ри ВОХР, или сёТ Ор. = (18.29) 
р 

Отсюда следует, что Cy — коэффициент теплоемкости при посто- 


янном объеме (p=const), Внося в (1322) следствие (13.20) 
б1пр=б шр—6 ШТ, 


получим 
р (с„-- Ю) 6T =6'Q + Bp, (13.23) 


т.е. с, +R есть коэффициент теплоемкости Cp при постоянном дав- 
лении (p=const). Таким образом, получилась формула Майера 


Cp—Cy=R (13.24) 


Из первого и второго законов термодинамики следует 


p (Su —T6s) р = 
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откуда с учетом (1321) имеем 


bs— 225F р 
T р 
т е определяется энтропия 


Se=c, In о + const, (13 25) 


где у=Ср/С» — число Пуассона (для воздуха y=1, 4). 

К неизвестным функциям У, р, р, входящим в незамкнутую си- 
стему уравнений Эйлера (13.5) и (13.6), добавилась еще одна 
функция — температура Т или энтропия $, связанные с р, р CO- 
отношениями (13.20) и (13.25). Но теперь закон сохранения энер- 
гии дает еще одно дифференциальное уравнение 


due 7 a ding _ 26 
р 7 -- 99 а 0. (13.26) 


Поток тепла q для большинства изотропных сред связан с по- 
лем температуры 7 законом Фурье 


=—AgradT, (13 27) 


где \ — коэффициент теплопроводности, вообще говоря, извест- 
ным образом зависящий от Т. Внося значения и (13.21) ид 
(13.27) в (13.26) и используя уравнение сохранения массы 
(13.6), получим уравнение теплопроводности 


ро, — div (A grad T) +-p div v=0. (13.28) 


Теперь система уравнений (13.5), (13.6), (13.20) и (13.28) для век- 
тора У и скаляров р, р, Т стала замкнутой для рассматриваемого 
идеального газа Вместо Т за искомую функцию можно принять 
и или $, или другую, выражающуюся через р, р, Т термодинамиче- 
скую функцию ($ 10), например энтальпию (теплосодержание} 
i=cpT. 

Если при значительных скоростях движения газа пренебречь 
теплопроводностью (считать процесс деформации частицы адиа- 
батическим), то в уравнении баланса энтропии ($ 10), кроме 
w*=0, надо положить и 6/Q=0, и значит, энтропия частицы бу- 
дет постоянной во времени (но может быть различной у разных 
частиц). Из (13.25) при s=const получаем 


=p, {£)’ 
p=po(P)". 


т. е. возвращаемся к задаче о баротропной жидкости. 
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Если энтропия $ имеет различные постоянные значения для 
различных физических частиц, то для таких адиабатических про- 
цессов система уравнений Эйлера вместе с условием сохранения 
массы замыкается соотношением (13.25) и условием 


ds ds Os 
ES ey A etn OO eg), 13.29 
dt at ag ( ) 
На фронте ударной волны из (12.23), (13.21) при nAq=0, 9,= 
=0 получаем адиабату Гюгонио и из (13.25) — условие сущест- 
вования волны Д$=52—51 >0: 
Pea al (2. "> д. (13.30) 
Pr р хр Pr У! 
Граничное условие в задачах § 13 имеет вид (12.40”) или 
(12.40”), начальные условия — вид (12.13), т. е. задают началь- 


ное поле у (и гой У). 

Если гофу=0 при t=to, то rotv=0 для любого Ё (теорема Ла- 
гранжа) и движение потенциально У=ета@ф, и потому из (13.19) 
получается интеграл Лагранжа и уравнение сохранения массы в 
виде 


д 1 
+; (erad gk +P) Fy=c(l), 


(13.31) 
P+ (grad р) (grad @) + pA~=0. 


Если движение установившееся (OV/0i=0), то и при вихревом 
движении (rolv#0) имеется интеграл Бернулли вдоль линии то- 


ка ($3) 
P (0) + + p=const. (13.32) 


$ 14. ВЯЗКИЕ ЖИДКОСТИ 


Классическая вязкая жидкость — это изотропная жидкость 
(вообще говоря, сжимаемая), сдвиговое сопротивление которой 
отлично от нуля и линейно зависит от скорости деформации сдви- 
га; термодинамическими параметрами состояпия являются плот- 
ность р и температура 7. 

Таким образом, в вязкой жидкости тензор напряжений $ есть 
линейная функция тензора скорости деформации 7. Общее соот- 
ношение между напряжениями и деформациями имеет вид 


$=ПЯ-2ыУ, T=—p+adivy, (14.1) 
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где П — скаляр, Я — метрический тензор, p, A — коэффициенты 
вязкости, которые не зависят от деформаций и скоростей. Поэто- 
му их называют «постоянными», хотя они могут зависеть от тем- 
пературы. 

Движение вязкой жидкости обычно рассматривается в эйлеро- 
вом пространстве, но позже мы дадим постановку и в Л. В таком 
случае из (14.1) получаем в декартовых координатах 


6j;= — рб +- А div vb;; + 2p0;;, (14.2) 


причем 


avis 00; = Ov, 4 Ov, 
Ox; Ox, OX, Oxy 


(14.3) 


V=def y; w= (2 ; ее i, j=l, 2, 3. 
tL 


Обозначим, как обычно, 30=0;j5; и, свертывая (14.2) с 6%), по- 
лучим выражение скаляра 


П=о—- udivv=—p-+Adivv 


и связь между сир: 
= р + (а Ee ++) div v. (14.4) 
Отсюда следует, что в общем случае среднее напряжение o= 


= у есть линейная неоднородная функция скорости де- 
формации объема div v=v;/6;; 
= + divy, Ав. (14.5) 
Вводя компоненты девиаторов напряжений и скоростей деформа- 
ций 
5; = 9;;— 1/308;;, 
(14.6) 
04; =0;;— 1/3 div v6,;, 
из соотношений (14.2) получим 
био, (é, 1-1, 2, 3). (14.7) 


Соотношения (14.2) тождественны соотношениям (14.5), (14.7), 
но последние имеют более ясный физический смысл, так как 
(14.5)- означает линейный закон вязкости объемного сопротивле- 


$ 14. Вязкие жидкости 191 


2 я 
ния, и потому мА № есть коэффициент объемной вязкости, 


а (14.7) означает линейный закон вязкости сдвигового сопротив- 
ления, и потому и есть коэффициент сдвиговой вязкости. Дейст- 
вительно, приводя соотношения (14.7) к главным осям (0= 
=2y-0,, ...) и вычитая их попарно, получим для экстремальных 


касательных напряжений т. = =: (0, —0.),... и экстремальных 
скоростей сдвигов у12=01—06› соотношения 
Тав= И\ав- 


Ha рис. 14.1 пунктиром показано сечение элемента жидкости 


в момент & выбранного в виде кубика в главных осях напряже- 
ний, совпадающих с главными 


осями скоростей деформаций со- 
гласно (14.7) так, что две грани 
нормальны к главному направле- 
HHIO «3», а четыре другие делят 
пополам углы между главными 
направлениями «1» и «2» (эти 
направления показаны пункти- 
ром). Через момент 4 за счет на- 
пряжений 12 произойдут малые 


2 


Рис. 14.1 Рис. 14.2 


1 1. 
сдвиги Ze та Каждое из изображенных касательных 


напряжений пропорционально полной скорости сдвига: 
= га и * 
T2=p “> Mist > vie) а. 


Другое пояснение закона вязкого трения (14.7) получим, если рас- 
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смотрим плоскопараллельное течение, определяемое полем скоро- 
стей 
и=А+ Вх, vo=0, v3=0 


(A, В — постоянные). 

На рис. 14.2 показаны две плоскости, расположенные на рас- 
стоянии A; верхняя плоскость, по которой действует касательное 
напряжение 012, движется относительно нижней со скоростью 
U1 (А) — 9 (х2) =Вй == Av,, Относительная скорость сдвига плос- 
костей Av,/h=B представляет единственную, отличную от нуля 


1 
компоненту тензора У [91 === == з==0з==0, Из = л В). Из 


(14.7) имеем oi=pB=pAv,/h, т. е. касательное напряжение про- 
порционально градиенту скорости 9, по оси х2. Физическую при- 
роду вязкого трения в газах и жидкостях можно разобрать на 
примере рассматриваемого случая. В молекулярном движении 
каждая молекула имест отличные от нуля скорости 91 ист, Изист И 
за счет этого молекулы, движущиеся со скоростью 92 ист от нижней 
плоскости к верхней, ускоряются (вдоль оси х!), а молекулы, 
движущиеся в обратном направлении, замедляются пропорцио- 
нально Av), и, значит, для реализации макроскопического движе- 
ния слоя A со средними скоростями U;=A+ Вхо, и›=0 необходимо 
приложить на плоскостях силы 021, пропорциональные Av;. 
Соотношения (14.5), (14.7) доказываются в кинетической тео- 
рии газа на основании (1.48’), так как в вязких газах тензор $ 


определяется только кинетическими составляющими oon для 


одноатомного газа объемный коэффициент вязкости А/=0, т. е. 


2 
sei, 14.8 
a 3 (14.8) 


Для других газов, a также сжимаемых жидкостей соотношение 
(14.8), вообще говоря, не имеет места. 

Уравнения движения вязкой сжимаемой жидкости в декарго- 
вых координатах х; эйлерова пространства получаются из урав- 
нений движения (8.13) 


подстановкой oj; из соотношений (14.2) 


реж = Аа 
= [1 (2+ 2)] (1=1, 2, 3). (14.9) 
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Если в области течения A и и можно считать постоянными, TO от- 
сюда получаются уравнения Навье — Стокса: 


e(7- )=—erad p+ в) grad (div v) + pA, (14.10) 
rye A= — оператор Лапласа. Действительно, так как 
Ox; Ox; 
д 
а, в в 
Oxy Ox Ox; Ox, Ox; Ox; Ox; 
то (14.9) примет вид 
#4. х,)=— P44 py (а Av, (i=1, 2, 3 
(2 x1) = je +P) ae юг (1=1, 2, 3). 
Уравнение сохранения массы 
ЧР + divv=0 
т + 
вместе с уравнениями Навье — Стокса представляют незамкну- 


тую систему четырех дифференциальных уравнений для пяти 
функций (51, 92, 9з, р, р). 

Движение вязкой жидкости сопровождается диссипацией ме- 
ханической энергии. Согласно теореме живых сил работа внеш. 
них сил 6’А за время dt не полностью переходит в кинетическую 
энергию dK. Для 6’A имеем согласно (8.27), (8.29) 


8'A=dK | Rat dV, 


причем в данном случае работа напряжений в единицу времени 
будет 


R=0,/0,;= —p div v-+A (div v)?+ Эро, = - P+ Rens (14.11) 


где мощность вязких сил Квязк определяется соотношением 
Roson= (div v)? рорюи = (А + 2/3p) (div v)? + 2p0;/0;7. (14.12) 


Предполагается, что А»язк превращается в тепло, т.е. W= 
—Авязк. Согласно второму закону термодинамики 


eT 65—85'9=* dt >0, 


и поэтому коэффициенты вязкости A’=A+2/3py, и неотрицательны. 
В случае, когда давление зависит только от плотности р= 
=p(o), выполняется условие (14.8) и кинематический коэффици- 


7 А.А. Ильюшин 
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ент вязкости v=p/p постоянен, из § 8 (8.16) получаем уравнение 
Навье — Стокса в виде 


*.—vxrot v +-grad =v Av+ F, 
(14.13) 


Ф=- ve Р(—- уч, 


откуда операцией rot находим уравнение распространения вихря 


22 — rot (vx) =vAa 49 
(14.13/) 
rot у=29, = rot F. 


Рассмотрим дифференциальные уравнения движения вязкой 
несжимаемой жидкости. Уравнения Навье — Стокса и условие не- 
сжимаемости (при p=const, p=const) 


№ = pradp+vav, divv=0 (14.14) 
р 


представляют замкнутую систему дифференциальных уравнений 
для У ир. Работа напряжений в единице объема за единицу вре- 
мени совпадает с рассеянием &*: 


R=w* = оо: = руду. (14.15) 


Значения коэффициентов у для некоторых жидкостей и газов при- 


ведены в табл. 6. 
Таблица 6 


Жидкость Температура, °C %. см?/с 
Вода 0 0,0178 
20 0,100 
50 0,0056 
Ртуть 0 0,00125 
100 0,00091 
Глицерин | 20 6,80 
Воздух (давление = 105 Па) 0 0,133 
20 0,150 
100 0,243 
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Коэффициент вязкости и газов почти не зависит от давления, 
а v убывает обратно пропорционально давленню. Если вязкость 
несжимаемой жидкости зависит от температуры (p=const, p= 
=(Т)), то уравнения движения имеют вид 


ce ee 08. Qv'0,, oR 
dt Fi р ox; a if ox; ' 
(14.16) 
div v=0, ise ИАЬ 
р aT 


Из основных термодинамических равенств 
p$u=8'Q4+w* 6, Тр 6з=6’'О- w* & 


следует du=Tds, причем и=и(Т), 5=5(Т). Считая теплоемкость 
покоящейся жидкости постоянной, т. е, при 0и=0 8’Q=pc.dT, на- 
ходим 


u=c,I'+const,  з==с, ШТ -+-const, 


и потому уравнение энергии дает (при законе теплопроводности 
Фурье и постоянной теплопроводности A) уравнение 


at aT 4 2 voy, any i, (14.17) 
dt Cy PCy 


Система уравнений (14.16), (14.17) для v1, V2, 0з, р, T замкну- 
та и определяет движение вязкой несжимаемой теплопроводной 
жидкости. 


В случае вязкого разреженного газа уравнения Навье — Сток- 
са в виде (14.9) и условие неразрывности 
апр 
dt 


+divv=0 


могут быть дополнены уравнением состояния p=p(p, T) и ypaB- 
нением энергии (при известной и (р, Т)) 


р Ч =div (AgradT)—pdiv уни", 


где w* имеет вид (14.12). Это уравнение — обобщение уравнений 
eee и (14.17). Система замкнута для функций 91, 02, V3, р, 
©, 1. 

Выведем уравнения движения вязкой жидкости в лагранжевых 
координатах X;, х›, X3, принимая за искомые функции x)= 
=х:(хи, Хо, хз, В) (или и:=х;—х;) и имея в деформированном со- 
стоянии (в момент #) «вмороженные» криволинейные координаты 
Xi, базисы и метрические тензоры ($ 4) 


7* 
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э:= Ае,, э!—= Вел, 


25| gy ARR, = BABI. 


A= 


Умножая (14.2) на Am!An/, получим 

Зта == U2 inn + 24 тп. (14.18) 
При этом, как известно, ковариантные компоненты Vi; тензора 
скорости деформации связаны с деформациями = соотношениями 


(§ 7) 
де 0g, Ox, Ox, Ox, Ox, 
ЗА ОМ a OR (14.19 
if at "ox, они Ox; oF ax; pte) 
Поднимая индексы Vij, получим 
2УИ—=2У тат gin 
и, следовательно, найдем выражение закона вязкости в лагран- 
жевых координатах для контравариантных $ 
SU Пай + Qug'gi"Vinn. (14.20) 
Контравариантные компоненты ускорения W и массовой силы Е 


в репере 9; выражаются через xi и Xi в ортогональном репере 
(F=Xie:) формулами (13.10) 


я Е ‚› O2x, Ox у а Ox, ‚ 
w=w'9;, sag hk Sk Fi gilX,—"*, F=F*g,. (14.21 
Э, Ш=Е a Oxy Fis g!X, 2х) is ( ) 


Внося (14.20), (14.21) в уравнения движения 
У р (Е — и) =0 


и учитывая свойства &!, gij, а: при ковариантном дифференциро- 
вании 


У’ (Пан) = giv Tg! a » Wei gl"Vinn) = тату Vins 
1 
(14.219) 
Vin J ke 
viV = ГУ — Гл Иль 


mm | 


получим уравнение, которое упростим путем умножения на Gir. 
В результате 


Ore (Pre _х \ _ 9 оу (i=1, 2, 3). (14.22 
ax; e №) и +2ugty Vx, (@=1, 2, 3). (14.22) 
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Это и есть искомые уравнения, причем скаляр П имеет вид 


Tl=—p+Adiv v=—p № в: р Ay 04 к (14.23) 


р_ ot A at 
так как р через ро определяется законом сохранения массы 
fo ув=|-9 = А. (14.24) 
р Ox; | 


Уравнения движения (14.22) можно явно и полностью выра- 
зить через давление р и искомый закон движения х=ф(х, И. Для 
ve 
этого используем выражения символов Кристоффеля Vim, выте- 
кающие из (5.1) 


da, дА’ д’ ainA 94^ 
"А" (14,25) 
дхт дхт oxi OAR Oxi 
дифференцируя по Ё компоненту Bem, получим 
Эерт 9 0х" 9х7 
2У, „= =— (ААн) = A, —— + An, ——. 
m= ap ag (At An) = Ab Some + Am Sra 
Теперь для краткости обозначим производные по ft точкой свер- 
ху, по x* — индексом А после запятой снизу 
. . т 
Ox д. OF pie — x, pe, AM. (14.26) 


Say, S&S 
ot Oxk ox" 


Тогда, вычисляя ковариантную производную 2VjViz, из (14.22) по- 
лучим систему уравнений 
1 дА д i 
4,—Xi+— > se) —— (+) ] =VoXi, 
0 A 
(14.27) 


mike . agit 


. . (д 
i= 9 Xi та OFX me + Хан a +X1k om) 


где vo=p/po — кинематическая вязкость (отнесенная к начальной 
плотности) и через ™* и QT обозначены функции, зависящие 


только от первых производных X по координатам (т. е. от Af): 


1 А _дА 
дм. (14.28) 
B 
и ABP BY | 64 _ 0A 
a ee a aA 


Отсюда видно, что функции (14.28) являются однородными по 
14 [3 
AG первой степени и представляют отношения однородных по- 
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линомов четвертой и третьей степеней, поскольку определитель А 
имеет выражение 


taj ak 
Ав AAAS 
следовательно, производные их по X будут иметь вид 


mk 
ag = Hin, im = 2 gmk — apne. Хр, gms (14.29) 


дхт ox™ 


где коэффициенты р есть также рациональные функции относи- 
тельно Алч. 

Для сжимаемой жидкости система (14.27) замыкается так же, 
как и в эйлеровом пространстве. В случае баротропной жидко- 
сти или газа имеем 


2! (*) = (A), (14.30) 


Ро 


и система (14.27) становится замкнутой. В случае несжимаемо- 
сти дополнительное уравнение имеет вид 


А=1. (14.30’) 


Умножая обе части уравнения (14.27) на АНА, получим дру- 
ГОЙ ВИД: 


1 dx; 1 au ax; 1 
В — =мх 14.31 
и Хх, да, а д’ ( ) 


откуда можно исключить П и получить векторное уравнение рас- 
пространения вихря в декартовых переменных X=X;€;: 


у Al 
rot [+ хде | =v rot (+ ме). (14.32) 


Оператор состояния ¥, имеющий вид (14.18), при условии ^’= 
=A4+2n/3>0 (14.12), т.е. &*=Юьязк>0, является обратимым: 
умножая (14.18) на g”" и учитывая (14.23), находим 


~ Syn” во —р-+М Фуу=—р—м ane, (14.32') 


в баротропном случае p(p) имеет обратную функцию, и потому 
р=ро/А определяется через а, а значит, и П становится известным 
функционалом от a(f). Теперь уравнение (14.18) становится ли- 
нейным: 


p Eat. ро [0] = Зи, (14.33) 


$ 15. Линейная теория упругости 199 


и решение, т. е. т» в виде оператора от 9, Smn, находится эффек- 
тивно. Следовательно, естественные граничные условия ($ 12) 
для вязких жидкостей — это полные условия кинематического и 
динамического типа: на границе области течения задан вектор фз 
или Vz, ИЛИ PY, или PY, или смешанный вектор. В эйлеровых 
координатах динамические условия имеют вид 


Tn + 2 ми = Pe, =P” на O=0, ((14.34) 


т. е. на поверхности должны быть заданы все три компоненты 
внешней силы. Например, на свободной поверхности (iP (Y——pon) 
несжимаемой жидкости три условия имеют вид 


aM а , 
(p— py) 22 = 9.04; 27 (J=1, 2, 3). (14.34') 
9х; OX; 


$ 15. ЛИНЕЙНАЯ ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ 


Твердое тело, в котором напряженное состояние в любой точ- 
ке в любой момент времени ¢ зависит от деформаций в этой точ- 
ке только в этот же момент времени # (и от температуры или дру- 
гих немеханических параметров), называется идеально упругим. 
Оно называется еще и изотропным, если в любой точке все на- 
правления равнозначны в отношении упругих свойств, т. е. упру- 
гие свойства характеризуются только скалярными физическими 
константами. Тело называется однородным, если упругие свойст- 
ва (при одинаковых значениях параметров и) одинаковы во всех 
точках тела. 

В классической теории упругости рассеяние ш* предполагает- 
ся равным нулю, свободная энергия предполагается функцией 
только деформаций и температуры (параметров состояния) и де- 
формации считаются малыми, т. е. вектор перемещения u(x, #) = 
=X—X удовлетворяет условиям 


| |< 8«1 i, j=1, 2, 3). 
ox; 


В этом случае свободная энергия (ex, Т) представляется в виде 
ряда по переменным ej, Т, в котором ограничиваются квадратич- 
ными членами. Поскольку ф — инвариант и тело изотропно, зна- 
чит, { зависит только от инвариантов O=div u=e;;6,; и гуецу. Плот- 
ность р в уравнениях движения считается постоянной, абсолютная 
температура — равной То-+9 и не сильно отличающейся от неко- 
торой постоянной То. Итак, имеем с учетом (10.27) 


рф= Аз — $. + B,O-+ = (08+ Зее! — ры — ве”) , 


0 
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— 90% __ 0—- Poco 
PoS= ar So + 60+ т, ' 
Е, А.Е В (15.1) 


1 ch? 
Pot Ay + (By + OTs) 9 +> (9-5 иене + 20900-+ PEO), 
0 
причем Аз, So — несущественные постоянные. 
При сделанных предположениях свободная энергия является 
потенциалом для тензора напряжений, и потому напряжения oi 
определяются соотношениями 


ду =O 66 --2реи— 606 Ви (в, |1, 2, 3). (15.2) 
ti 

Мы получили закон Гука с учетом температуры, причем Bo=0, 
так как предполагается, что при e:j=0=0 также o;;=0, Свертывая 
(15.2) с би, получим закон объемной упругости (термоупругости) 


918 = O=K (@— 84). (15.3) 
Отсюда видно, что оператор 5=F (6, T) обратим, если К orpa- 


ничено; К называется модулем объемного сжатия, а а является 
коэффициентом линейного расширения 


КА, b=3aK. (15.4) 
Разрешая (15.2) при Koo относительно деформаций ej, получим 
ву о © 08,,+-008;,, (15.5) 
Е E 
где 
Lia О НИНЕ ЗАВ (15.6) 
Attn? 2(%- в) 


Е называется модулем Юнга, у — коэффициентом Пуассона. По- 
стоянные A, и называются константами Ляме, причем p=G на- 
зывается также модулем сдвига. Между упругими постоянными * 
(только две из них независимы) имеются соотношения 


Е 2 _ Е 
ea Os Pega 


me (15.7) 


ии 


* Правильнее было бы сказать «константами упругого тела», однако термин 
«упругие постоянные» широко распространен. 
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Все модули упругости (^, в, Е, К) имеют размерность напряже- 
ния, у — величина безразмерная. 

Закон Гука (15.5) записывается (при 0=0, т. е. при постоян- 
ной температуре То) обычно в виде 2ие/=0:/— Хоньбы/(3А, + 2p), 


1 1 
i a [%1:—¥ (в 03)], 2е= <» 


1 1 
Ва — [6,2— (08 01)], 22= G O28 
(15.8) 


1 1 
i [53—V (041 + O29)], 28s = < г 


Все соотношения (15.1) — (15.8) при малых деформациях справед- 
ливы в любых ортогональных криволинейных координатах, так 
как относятся к малому прямоугольному параллелепипеду. 

Внося значения oy (15.2) в уравнения движения в декартовых 
координатах ($ 8) 


оу +p (Х:—ш)=0 
9х} 


и учитывая выражения деформаций через перемещение и 
1 (2 дщ \ 


(15.9) 
получим 


09 
(A+ iar + pAu; + ро: = о 


Ou; 
or? 


OST (i=1, 2, 3), (15.10% 
или в векторной форме, пригодной для любой системы координат: 
(A-FH) grad Фу и-- или +e =p) о + bgrad Т. (15.10) 


В изотропном твердом теле теплопроводность подчиняется зако- 
ну Фурье (Л — коэффициент теплопроводности) 


q=—AgradT (a=—A le (15.11) 
Ox; 
и поэтому из второго закона термодинамики (при n=s) 
91 
at Ty ang 


на основании (15.1) получаем уравнение теплопроводности 


И pee, 
ре —=AAT—0T, (15.11) 
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Система уравнений (15.10), (15.11) для вектора и и температу- 
ры Т совместна и замкнута. Теплообразованием за счет объемной 


деформации oT) 2 в (15.11) часто пренебрегают ввиду мало- 


сти; тогда уравнение (1511) самостоятельно определяет темпера- 
туру T(x, №, и в уравнении (15.10) член 6 grad 7 представляет как 
бы дополнительную известную массовую силу. 

При T=const система (15.10) называется уравнениями движе- 
ния в форме Ляме. 

Значения термоупругих констант некоторых твердых тел даны 
в табл. 7 (при нормальных условиях). 


Таблица 7 


у . - кДж Дж = 
Материзлы E, н/см? у р, кг/смз ‚ eI A earn a, K 
Железо 2,1.107 0,28 7,86.10-3 | 0,4746 | 0,6762 1,2. 10-5 
Медь 1,1.107 0,34 8,93.10-3 | 0,3906 | 3,8640 1,7. 10-5 
Алюминий 0,75.107| 0,34 2,7. 10-3 0,9117 | 2,1168 2,6. 10-2 


Коэффициент Пуассона v для металлов близок к 0,3, а вообще 
заключен в пределах —1<у< 0,5. При v<—l1 us (15.7), (15.8) сле- 
дует, что @<0, т. е. положительным сдвиговым напряжениям (на- 
пример, о!>>0) соответствуют сдвиги в обратном направлении 
(212<0), энергия сдвигов становится отрицательной. При v>1/2 
имеем К<0 и, значит, такое же положение возникает с объемны- 
ми деформациями. При у—0,5 величина K-roo, а так как в теле 
действует конечное напряжение с, то это возможно лишь при 9— 
—3а9, т. е. когда материал является механически несжимаемым, 
а только способен получать тепловое расширение. В этом случае 
произведение К(0-—3а9) становится неопределенным, и потому 
функция о должна быть принята за новую неизвестную. 

В случае несжимаемого материала закон Гука записывается 
в виде 


0;;=06;;-+ 2p (е/— 96), (15. 12’) 
и уравнения движения принимают вид 
grado + pAu-+ pF =p 2 + 2ua этааТ. (15.12) 
К ним добавляется условие несжимаемости 
divu—3at=0. (15.13) 


Система (15.11), (15.12), (15.13) становится замкнутой для и, 
а, Г. 
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Существование положительно определенной формы — потен- 
циальной энергии 


& A=o;;de,j= iON. de;;, 
084; 
w= (030)? +p (eu 05,” (15.14) 


обеспечивает существование и единственность решения при пол- 
ных граничных условиях (12.33) или (12.36), или смешанных. 
На основании тождеств divQ=0, го+ (стад ф) =0 и обозначений 


0=@уи, 2Q—rotu (15.15) 


уравнения движения (15.10) преобразуются к виду 


rch ——_ar-sdive, 
re (15.16) 
28 ЛОР rot F, 
or 2 


где обозначены постоянные 


в. = y Ae, q= VY +. (15.17) 
Po Po 


Дивергенция и ротор вектора перемещения и удовлетворяют 
волновым уравнениям (при заданных AT, rotF), поэтому си, 62 
есть скорости распространения объемных (Ci) и сдвиговых (C2) 
волн. Существование их доказывается существованием решения 
ыы (условий) на предполагаемой поверхности разрыва 

(x, t)=0 (12.15). Пусть фронт распространяется в ненапряжен- 


ном теле (Т=То, F=const), так что и!=0, Vi= г 0, Pi” —0, 


Pi=Po. Индексы «2» в кинематических и динамических условиях 
на Н=0 ($ 12) можно отбросить и потому: 


Au=u,=u, Av= oN у" —р, 


Да Я, yv=n=Ney. 


Кинематические условия (12.18) дают связь между скоростя- 
ми и дисторсиями: 

п, ди _ р ди 

ot дхь 


(i, Е=1, 2, 3). (15.18') 
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Первые два условия (12.23) дают выражение приращения плот- 
ности на фронте Ap/pp=nv/D и связь между возникающими Ha 
нем массовой скоростью У=ди/0{ и напряжениями, поскольку 


gr =o"lne;=0'n;, 


ди 1 1 ; ” 
— One; = o'n;. 15.18 
D 9 Po тие] Po 1 ( ) 


Сравнивая Ou/dt из (15.18’) и (15.18”), найдем 


р _да = от, 
Ox; Po 


откуда 


2D*e, = (сбили + двп). (15.18””) 
0 


Поскольку с учетом (15.17) закон Гука (15.8) записывается в ви- 
де 
of — 263 


———— бл» 15.8’ 
aoa (15.8) 


2. 
20C28i/=9; j—Omm 


то (15.18”) представляет однородную систему шести уравнений с 
шестью неизвестными су 
co? ~ 222 
с \2 1 2 
—-) (оли, + 0 jyMyni) = 9;;—9, i. 15.18 
(= unvar+ one) ti —Smm ad ad eC > 


Определитель этой системы равен нулю, и для любой нормали п 
получаются два решения относительно неизвестного О: 


D,=c, Do=Co. 


Для идеальных жидкостей с›=0, и значение c:=YA/p получается 
из (15.18””). 

Одпородное тело называется анизотропным, если упругие свой- 
ства его различны по различным направлениям, т. е. соотношения 
между о] и в (мы по-прежнему рассматриваем малые деформа- 
ции) определяются тензором упругих «постоянных», компоненты 
которого изменяются при преобразованиях системы координат. 
Такими свойствами обладают кристаллы и конструктивно анизо- 
тропные тела. Среди последних, например, стеклопластики (тела, 
образованные густой сеткой стеклянных нитей, скрепленных раз- 
личными полимерами (смолами)), многослойные фанеры и др. 
В случае конструктивной анизотропии предполагается, что малый 
объем dV содержит достаточное число армирующих элементов, 
т. е. является представительным. 
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Свободную энергию при малых изотермических деформациях 
можно представить в следующем наиболее общем виде, содержа- 
щем 81 константу: 


роф = const + Винил, (15.19) 


Из условия симметрии тензора ги=е): следует, что без потери 
общности в (15.14) можно положить 


Е! лт== Е nm Ета = Ей,тл, (15.19’) 


т.е. в (15.19) содержится 36 независимых упругих констант 
Ей, mn. Кроме того, из условия  0}/0е дет ==0$/0е,»0е:; следует 
еще 15 соотношений 


Е ти==Етлир (15.19") 


и, таким образом, всего остается 21 независимая упругая посто- 
янная. Закон Гука в этом наиболее общем случае упругой анизо- 
тропии имеет вид 


д 
ви = ae =E ij тает = Ei пе + у, 18а + Ej, 19813 + Еулез + 
. ti 


+ Ву 226» + E1j,23825 + у, зе: + Еу.зоза + Ву; 3339) „а (15.20), 
или разрешенным относительно деформаций: 


&= 64, ыбы, вы = Ежи, ы II (15.20). 


Вследствие симметрии ex и оу, т. е. учитывая (15.14), (15.19), из 
(15.20), конечно, можно получить шесть 6-членных формул, в ко- 
торые войдет 2] независимая постоянная Ё\у;, т”. Проще всего это 


обнаруживается при введении векторов G, & Закон Гука имеет 
вид 


O=CE, Oy==CopBq, Cog==Cyp (р, 9==0, 1,..., 5). 


Число констант для каждого частного типа кристаллов или во- 
обще частного вида анизотропии уменьшается в соответствии с 
имеющейся симметрией. Из (15.20), следует, что если мы произ- 
ведем ортогональное преобразование системы координат (xi), по 
отношению к которой написана связь (15.20), то для Ез, т" по- 
лучим тензорный закон преобразования. Пусть преобразование 
координат Xi имеет вид х’=йух;. В новых осях 


61; =E 4) mn&mni (15.21) 
используя формулы преобразования 


бу Ont, 21j=LimlinEmns Фра lp! ngEmn 
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и соотношение о/=Ем, pg&pq, получим 
Ей та Ито Еы, ро, (15.22) 


т. е. Ел, mn — действительно тензор 4-го порядка. 

Симметрия свойств тела означает, что для определенных (т. е. 
заранее известных для каждого тела) преобразований координат 
(не обязательно ортогональных) конфигурация повторяется и по- 
тому упругие константы не зависят от этих преобразований. 

Например, в случае полной изотропии, как мы уже видели, 
(15.20), имеет вид 


6 p= 106; ; + рву = (Абииб + 2битт) Emns 


(15.23) 
26; jmn=5imdjn + in /m' т. е. Ву ти Абилби + Абу тл. 
Из (15.22) и (15.23) найдем при произвольном ортогональном 
преобразовании 


Е\ути= пы тра (Абыбра + 205; pq) == 05; бтл + 26: jmn= Ето» 


т. е. упругие постоянные не изменяются. Обратно, если в (15.22) 


положить Е тп= Е} тп, то мы найдем (из свойств преобразова- 
ния Limljm=6ij), что Eij, mn должны иметь вид 


6.6 Отт oh 68:imns 


т. е. содержат две независимые константы 6; и by (или A и LL). 

Если свойства сохраняются только при некоторых (не произ- 
вольных) преобразованиях координат, то из (15.22) (или анало- 
гичных неортогональных преобразований) находятся соотношения 
между 21 упругой постоянной. 

Анизотропное упругое тело называется ортотропным, если су- 
ществует такая ортогональная система координат xX, в которой 
координатные плоскости (точнее, проведенные параллельно коор- 
динатным в любой точке тела) — плоскости упругой симметрии. 
Если в этой системе координат изменить направление какой-ни- 
будь оси, например x1, на обратное, то упругие постоянные не 
должны изменяться. При таком преобразовании нормальные дефор- 
мации #11, 822, езз и напряжения O11, O22, 0зз сохраняют знаки (так 
как каждый индекс у ги, O77 входит дважды), сдвиги 212, &13 и ка- 
сательные напряжения O12, O13 изменяют знаки на обратные, #23 и 
023 сохраняют знаки. Аналогичные следствия будут при измене- 
нии направлений осей X2 и хз на обратные. Следовательно, в рас- 
сматриваемых осях нормальные напряжения могут зависеть толь- 
ко от нормальных деформаций, касательные же — только от со- 
ответствующих сдвигов (012 — OT #12 ит. д.), т. е. в (15.20)1 
Ец, ma отличны от нуля для #=] только при M=n, а для #*] — 
только при m=i, n=j, Учитывая условие симметрии (15.19’), полу- 
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чим закон Гука для ортотропного тела в осях х; (выбранных ука- 
занным образом) в виде 


Oy = E41, 11811 + Et, 22€ 99 + £11, 33833, 
92 = Е, 22811 + £22,228 99 + Fo9, 338495 
Oyg=Ej1,33€1) + E 22,3389 + Езз,ззезз» 


Oyp= 2E 19,1281, Ong==2E 93,0382, 31 = £51, 31831. 


(15.24) 


Ортотропное тело называется кубически-симметричным, если 
свойства его (в указанных осях х:) одинаковы по всем трем Ha- 
правлениям. Поворот этой системы координат вокруг любой из ее 
осей х; не должен изменять констант, входящих в (15.24). Как 
нетрудно видеть, отсюда следует 


Ей, == 22,22 =E33,33=C,, 
E\1,22= E1133 = Eo2,33 =Coy 
Е\2 12 = EF 13,13= E23,23=Cs, 


и вместо 9 независимых упругих постоянных общего ортотропного 
тела остаются только три: 


Oy, = Сел: + Co (Cae + 2зз), 
аи (15.25) 


Oy = 2Сзеа.... 


Если потребовать сохранения свойств (констант) кубически- 
симметричного тела при повороте системы (Xi), отличном от рас- 


сматриваемых выше, то получится еще одно соотношение между 
Сь Co, Сз 


Ci—Cy—20,, 


т, е. тензор упругих постоянных в любых ортогональных коорди- 
натах будет иметь вид (15.25), причем 


A= Cy, u=Cy. 


Система уравнений движения анизотропного упругого тела Ha 
основании (15.20), замкнута для вектора перемещения и. Условия 
(15.18””) сохраняются для анизотропных тел, (15.8’) заменяются 
на (15.20) ›, и получающееся уравнение типа (15.18) имеет три кор- 
ня: Dy, Do, Ds. 

Теплопроводность анизотропных тел, как и линейное расши- 
рение, вообще говоря, различна в разных направлениях. Для 
всех тел, как отмечалось раньше, —g'ViT>0, т. е. в декартовых 
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oT к 
координатах UO. Отсюда в общем случае линейной за- 
Xi 
висимости потока тепла 4 от рга@Т имеем 


oT 
=— А 15.26 
9: i] Oxy ( ) 
причем скорость возрастания энтропии теплообмена 
oT oT OF 
0** = — =A >0 15.2 
91 ax; if ax, oxy ® (15.27) 


— положительная однородная квадратичная форма относительно 
OT/dx;. Без уменьшения общности выражения (15.26) тензор ко- 
эффициентов теплопроводности А/ можно считать симметричным 


(так как 6** — скаляр, ОТ/дх:; — вектор, то по обратному при- 
знаку следует, что ^:; — тензор) 
Nig= Mi. (15.28) 


Свободную энергию единицы объема анизотропного упругого 
тела при малых деформациях и малых отклонениях (равных $) 
от постоянной температуры То можно записать в виде, аналогич- 
ном (15.1): 


рф АТ (Burman — 206 61) — 2 ®), (15.29) 
о 
откуда аналогично (15.1) 


9 
Роз= — 88 = 5, + bei из т. 3, 


(15.30) 

t= —T, = 

» © art . 

Следовательно, связь между оу, ги, Т будет такая: 
2, 
0p OP Е; шеи — 6. (15.31) 
де 
Поскольку 0;— Е), mn&mn — симметричный тензор, то 8 также 
симметричен 

bij=b;: (15.32) 


и является тензором коэффициентов температурных напряжений. 
Разрешая (15.31) относительно деформаций, получим 


8:1 = 6,та (Omn + бт), (15.35 


где, как уже отмечено в (15.20)2, 6ij,mn — тензор, обратный 
Ец, т». Как видно из этих формул, 61, mnbmn — тензор коэффици- 
ентов температурной деформации анизотропного тела. Из (15.33) 
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следует, что ненапряженное анизотропное тело (01/=0) может за 
счет равномерного нагревания получать не только объемные, но 
и сдвиговые деформации. 

Замкнутая система уравнений динамической термоупругости 
анизотропного тела получается для U и Т из соотношений 


90 ох, ap OU. и 98 _ giy 
Ox; +PX=0 at ть (УЧ, 


причем последнее уравнение (теплопроводности) имеет вид 


eT 


С 
бо О axj0x) 


a —T By. (15.34) 
ot 
Граничные условия совпадают с условиями изотропного случая. 
Применение этих уравнений возможно как к собственно анизо- 
тропным телам (кристаллам), так и к конструктивно анизотроп- 
ным. В последнем случае сетка арматуры должна быть достаточ- 
но густой, и все рассматриваемые величины (температура Т, по- 
ток тепла 9, деформации, напряжения) являются средними в не- 
котором смысле. Понятия средних могут быть уточнены на осно- 
ве опытов с образцами, в которых создаются «однородные» усло- 
вия, или из теоретических соображений, которые специфичны для 


конкретных моделей тела. Конструктивно анизотропные тела на- 
зываются композитами. 
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В нелинейной теории упругости сохраняются все основные пред- 
положения линейной теории упругости, за исключением предполо- 
жения о малости деформаций; последние могут быть произволь- 
ными. м 

Компоненты тензора деформации 6 (Л) в лагранжевых коор- 
динатах (х;=х') выражаются через компоненты метрического тен- 
зора Я (Л) соотношениями 


> x axa. 
9=1+26, giy=8j4+2ey, Ви = =e (16.1) 


Следовательно, как уже отмечалось, CaM метрический тензор так- 
же является тензором деформации, т. е. деформация тела вполне 
определяется его компонентами. Метрический тензор, как и тен- 
pop 6, определяется законом движения частицы x=x(x, ft). 


Инварианты тензора Я относительно ортогональных преобра- 
зований начальной системы координат х’=х; определяются как 
коэффициенты кубического уравнения |gi;—h6;;|—0, их обозна- 
чим здесь через а, 6, с: 
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—h3-+-ah®—bh +-c=0, 
a=g,!, 6= 2 (а*—виви), с==а= (ри). (16.2) 


Уравнение |gij—h6i;|=0 получается при определении главных де- 
формаций и в обозначениях $ 4 получаем #=&х, 


a=I,,, b=Iy,, б=ь,. (16.3) 


Тело называется упругим, если все входящие в табл, 5 ив OC- 
новное термодинамическое тождество (10.30) функции являются 
параметрами состояния, причем рассеяние W* равно нулю, так что 
функционал энтропии совпадает с энтропией $ (10.20), n=s. Лю- 
бая пара параметров таблицы (x, г, У) из реакции г(Ё) в момент # 
представляет вместе с V'=V функции параметров процесса л(#) 
в этот же момент. Принимая, например, в качестве процесса 
(10.24), так что свободная энергия ф — функция деформации и 
температуры, получим уравнения состояния упругого тела в ла- 
гранжевых координатах (Л) 


1 ste A gi п, уфе, Т). (16.4) 
Pp Po де} or 


Соотношения (16.4) можно записать и короче: 


A 3_ 9% ap 
5=., y= у 16.5 
=‘ к q Эт (16.5) 


если такие производные действительно суметь эффективно вычис- 
лить. Это можно сделать просто для тела изотропного и по Mexa- 
ническим свойствам, и по температурным, т. е. когда все термо- 
механические свойства тела определяются скалярными константа- 
ми и одним только единичным тензором [== (bij). 

Следовательно, для анизотропного тела соотношения (16.4) 
имеют вид 


P= (ет; Нана тп) Т), 
или (16.6) 


ф= (6, В, a, 7), 


где В, @ — четырех- и двухиндексные тензоры константы упруго- 
CTH и теплового линейного расширения. Аргументами функции 
(16.6) будут различные свертки указанных в скобках тензоров; 
фактическое построение таких сверток для кристаллов основыва- 
ется на свойствах симметрии кристаллической решетки. В конст- 
руктивно анизотропных телах они зависят от свойств симметрии 
неоднородной структуры таких материалов, называемых компози- 
тами. Наименьшее число алгебраически независимых между со- 
бой сверток тензорных аргументов функции (16.6) свободной энер- 
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гии или других скалярных функций состояния У!, каждая из ко- 
торых представляет собой инвариант преобразования системы ко- 
ординат, допустимого термоупругой симметрией тела, образуют 
базис скалярных инвариантов 1, Zo, ..., Я», так что (16.6) пре- 
образуется к виду 


$$, 9» ..., бы Т), NH=AE, Ва, 7). (16.7) 


Среди этих инвариантов, конечно, инварианты любых ортогональ- 
ных преобразований (16.3) и другие типа Gmn&mn, Етпра (@трёла-+ 
+ бирвта), НО их не больше шести (п<6); остальные зависимы, 
так как 6 — симметричный 6-компонентный тензор. 

Из (167) находим 


dp = в ат= 0% OT ат, 
ae 97% 05 


и из основного тождества p(dp+ndT) =Sdé получаем уравнения 


состояния (сумма по k=1, 2,..., п): 
5, В, Ви 99 ye (16.8) 
Г 95 oT 

Тензоры BM) (k=1, 2, ..., п<6) называются тензорным базисом: 


для напряжений рассматриваемого анизотропного тела. 

Для изотропного упругого тела, которое будем теперь рассмат- 
ривать, инварианты могут быть взяты в виде (16.2), свободная 
энергия (16.6) выражена через G=1426 иТ: 


= (Я, Г, Т) = (а, 6, с, T). (16.9} 


Базис, получающийся дифференцированием инвариантов а, 6, 
с (16.2) по gi или по ex: 


В =6,, В) = 1 
Ogi] 


BP = =, В (ВИ), (16.10) 
J 


ВА agit, = (6). (16.11) 
Тензор напряжения в этом базисе представим в виде 


S=2pp,8B, р 
Рф». p Ve 


16.12 
(Par Vor фо) =, Pa, Ф)=($), k=1, 2, 3, oie 
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или через ковариантные компоненты 5 
Syj=29,Bi}, (16.13) 


где tha, tho, Pc — некоторые скалярные функции, зависящие OT ин- 
вариантов а, 6, с и температуры Т, определяемые физическими 
свойствами твердого тела. Эти три функции считаем заданными 
на основании опытов: 


авс, T) (k=1, 2, 3). (16.14) 


Следовательно, (16.13) полностью определяет связь между тен- 
зорами напряжений и деформаций. В действительности для обла- 
CTH больших деформаций упругих тел, таких как высокоэластич- 
ные полимеры, эти функции изучены еще слабо, и их определение 
представляет всегда сложную задачу для экспериментатора. 

В случае, когда существуют потенциал и свободная эпергия p 
(16.9), экспериментально определяемые функции the (16.14) долж- 
ны удовлетворять условиям 


= ae 
=a SL 2% 3, (16.15) 


т. е. между ними должны существовать три соотношения, доказы- 
вающие существование потенциала: 


да Oe дфа де Эфь = he (16.16) 


5 6’ 6 da’ ac ab ` 


Они могут быть проверены в опытах. 

Действительное приращение работы внутренних сил в изменяю- 
щемся объеме У тела постоянной массы (dM=pdV) за время dt 
равно 


5 = { Stide,;dV = {— Stide, ау. 
у у р 


Оно и при условии (16.15) не будет полным дифференциалом, как 
и приращение работы в объеме единичной массы 


+ 548 = oF авг =фь ав», 
р де 


поскольку полное приращение ф за dt будет 


1 


= OY gp Sez 
арфа» +f dT =—- Sa5— sd? 


Но в случае изотермического процесса (T=const) это будут пол- 
ные дифференциалы 
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+ 348 =ар, ба, о ovdV + const. (16.17) 
р 
У 


Аналогично в случае адиабатического процесса; при этом 8/Q=0, 
и потому S=const, вследствие чего 


1 348 —4(--Г)= аи, бб, уу, [ pudl + const. (16.18) 
Р 
У 


Работа внутренних напряжений в единице массы и во всем объеме 

тела будет за время dt полным дифференциалом во всех тех слу- 

чаях, когда в процессе деформации обеспечивается какое-нибудь 

соотношение между функциями состояния, приводимое к виду 
f(s, T)=0, 


т. е. дающее определенную связь между энтропией $ и темпера- 
турой Т, так как при этом 


43d8—ay+s(rydr =a (++ (7), 
а (16.19) 
ау, = dT +. 
w=dW;, №, Jo(v+ fs ) av + cons 


Если существует потенциал напряжений (16.5), то существует 
и потенциал деформаций. Обозначая ($ 9) * 
+326 1 5х, В, (16.20) 
p p 
имеем из (10.30) и таблицы (л, г, У) при n=s 
5+ S67 — ве, = (0'e,;) 2,60", 
для термодинамического потенциала p(n) при a=(T, 0) получим 
уравнение 


8p +87 + 80 =0, (16.21) 
откуда 
= ag ap 
é=—-—2, s=——. (16.22) 
a0: oT 


Коэффициент теплоемкости Cy при постоянных деформациях 
(5е/=0) определяется из условия д’==рс,6Т==раи(Т, 6). —Сле- 
довательно, теплоемкость 


* Отличие от компонент оу (х, f) в Э мы при необходимости отмечаем аргу- 
ментами (x, {). 
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ди (Т, 8) _ т. aul. 2) 
ar ore 


(16.23) 


е,= 
Аналогично можно получить ср=ди(Т, в)/0Т. Отсюда следует, что 
<0. (16.24) 


Уравнения движения изотропного упругого тела в перемещс- 
ниях получаются подстановкой закона упругости (16.13) при за- 
данной функции (8, Т) в уравнения (8.11). Система (8.11) при 
заданной p(6, Т) и заданном поле температуры Т(х, #) замкну- 
та относительно перемещения и или вектора х=х-+и. 

Если поле температуры неизвестно, то используется закон теп- 
лопроводности, определяющий поток тепла 4 через градиенты тем- 
пературы, и уравнение баланса энтропии 


Ф=— 9-9, рт 9 (av al (16.25) 


oxi ot А axi 


причем в изотропном случае Ai=Agil. 
Граничные условия для основных задач в перемещениях или 
напряжениях имеют вид ($ 12) 


Х=хх или $, =& при Ф=0, 
а для поля температуры 
T=Ty или 49, =49; при Ф=0. 


Если функция \ф вида (16.9) представима полиномом по 6, то 
напряжение не только представимо трехчленной формулой 
(16.12), но с помощью интерполяционного полинома Лагранжа 
(9.14) упругий потенциал представим явно через корни характе- 
ристического уравнения, определяющего главные значения gi 
метрического тензора Я=1/--28 (4.55), которые выражаются че- 
рез главные кратности деформаций ($ 4) 


u=Veg; (i=1, 2, 3). (16.26) 


Эти три инварианты взаимно однозначно связаны с инварианта- 
ми (а, 6, с) и потому сами для изотропных тел принимаются в ка- 
честве аргументов потенциала tp: 


= (№, Ag, Ag, Т). (16.27) 


Они удобны также в экспериментальных исследованиях. Истин- 
ное главное напряжение в;°7, соответствующее деформации di, 
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согласно термодинамическому тождеству p(dp+sdT)=Sd6, B KO- 
TOPOM 


Зав = там, (16.28) 


непосредственно находящееся через tp 


нео OP № 94. 16.29 
% p OA; ММ ды’ И. 


и измерения о:"ст и кратностей A; позволяют строить ф по опытным 
данным, а также проверять потенциальность напряжений: 


> (hyAggo%). (16.29') 


9 
Vim (АА Азояст) == 


Задача построения p(A, Т) на основании (9.14) упрощается, так 
как нужно построить функцию ¥ (Aa, Т) только одного аргумента, 
после чего для тензора напряжений получится выражение 


(8—1) (&—221) 


Е У F har 2) ag) 


а, В,» 


(16.30) 


Однако экспериментальные исследования по конечным дефор- 
мациям твердых тел очень сложны: за длительное время установ- 
лено немного потенциалов, главным образом для эластомеров, к 
которым в первую очередь относятся синтетические и натуральные 
каучуки (резины). Укажем несколько потенциалов, приведенных 
в [53]: 


(1940): Ф,=- и [1+9 (1—9 + (1-0) (3), (16.31’) 


где [= 8: + 82+ 8s совпадает с а (16.3) в главных осях, /,-, то же 
с заменой g; на gi! (g;=4); 


3 3 
(1977): M=H[ (1+) х Ox—N +BY 0—1] (16.31) 
k=1 k=] 


3 
(1976): @,=A" [=¥ 1) + 0—1" +9), (16.31’”) 


k=l 


причем АИ ААА... 

Сжимаемостью эластомеров часто пренебрегают, полагая 
A—1=AjAo\3—1=0. При вычислении напряжений на основе потен- 
циалов Ф (16.31) рассматривают функцию Ф’=ФЫ— р/\/А.2Аз, при- 
чем в главных осях 
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=A, (> Phyhy ) =, oP (16.32) 


множитель Лагранжа р остается неопределенной функцией (x, #). 


Изотермическую сжимаемость учитывают, например, соотноше- 
нием 


p= Xo (1), — ра, Но... (16.33) 


В общем случае соотношение Mu — Грюнайзена отражает свойст- 
ва многих тел, включая металлы: 


an — fo = 
P(A, T)—P, (A)= P(A) [и (A, Т)— и, (А), (16.33) 


P,/p=A, Г(А)=Г.—а, (1—A). 


Здесь и— внутренняя энергия, Py (A), ux(A) — функции, опреде- 
ляемые на фронтах ударных волн; при больших давлениях р фор- 
мула (16.33) сохраняет достаточную точность. 

Отметим, что при больших давлениях р (16.33”) отношение 
максимального касательного напряжения Tmax=|O.—0;|/2 к дав- 
лению становится малым: 


ие +0. (16.34) 


При больших давлениях термомеханические свойства твердых тел 
приближаются к свойствам идеальных жидкостей, как, впрочем, 
и свойства жидкостей вязких. 

Заметим, что главные значения симметричного тензора 2, за- 
данного в декартовых координатах компонентами 21, в главных 
осях имеют компоненты 2, (#=1, 2, 3), выражающиеся через ин- 
варианты 


32—21, z=V дд, 2 | = Че 2; 


с помощью угла вида напряженного состояния 


cos ф—= (det 2,,)/29 3/6 (16.35) 
формулами 
Z,—2= V 2/3 260$ (= +m, 7) ; 
т=0, тТ=2, m3=4, (16.36) 


Поэтому интерполяционный полином Лагранжа представляет со- 
бой эффективное квадратичное представление произвольной функ- 
ции тензора F(Z), удобное для экспериментального определения 
вида функций $ (...) по простейшим опытам. 


Глава У 
СРЕДЫ CO СЛОЖНЫМИ СВОЙСТВАМИ 


Механические свойства жидкостей и твердых тел, не обладаю- 
щих совершенной упругостью и вязкостью, настолько переплета- 
ются, что для тех и других нередко используются одни и те же со- 
отношения между напряжениями и деформациями, и в этих слу- 
чаях основные дифференциальные уравнения МСС для них совпа- 
дают. Важный пример таких сред представляют полимерные ма- 
териалы (смолы, каучук, ...). Технология их производства охва- 
тывает область жидкого и твердого состояния, причем упругие и 
вязкие свойства являются существенными. Поведение металлов 
в технологических процессах и конструкциях в зависимости от диа- 
пазона температур определяется вязкими, вязкопластическими, уп- 
ругопластическими или упругими свойствами. 

Установление связей между напряжениями и деформациями и 
замыкание системы уравнений производятся методами, изложен- 
ными в гл. П. В ряде случаев поле температуры Т предполагает- 
ся известным, и потому уравнения МСС становятся замкнутыми 
только на основании определяющих соотношений. 


$ 17, ПРОСТЕЙШИЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ СРЕД 
CO СЛОЖНЫМИ СВОЙСТВАМИ 


В этом параграфе рассмотрим формально близкие между собой 
модели сред со сложными свойствами; конечные деформации бу- 
дем рассматривать только в ортогональных эйлеровых координа- 
тах xi, малые же деформации — в начально ортогональных ла- 
гранжевых координатах (xi). Компоненты тензора напряжений по- 
прежнему в Эи Л будем обозначать ви, 5//, би, скорости дефор- 
мации — 0,;, У =: деформации — E;;, в, девиаторы отмечать 
волной сверху 


= i ae 
0;j==0,;—06;;, O= 1/3 оби =- Sign 


© ыы: 1 д; 91 
U,;=0;;——— div v6;;, ¥,;=— (—+- +—-}. 
И in CUZ es + а. ) 


Существенную роль будут играть также вторые инварианты девиа- 
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торов о, Vij, причем квадратные корни из этих инвариантов бу- 
дем называть модулями девиаторов и обозначать 


~ a 2 
6=V a= 2 0,= 


1 
= Vs VOi— Fn)? + (O2.—Ogg)* + (03, —9 43)? +6 (02, + 035 +03), 


o=V 3,00 = у. Ув: —ом-... +6 (v2,+...). 


В излагаемых ниже теориях разработаны эффективные методы 
решения задач и вариационные принципы ($ 12). 

1. Нелинейно-вязкие стабильные жидкости в простейшем слу- 
чае отличаются от рассмотренной ранее ($ 14) классической жид- 
кости тем, что коэффициенты вязкости зависят от тензора ско- 
рости деформации и температуры. Для изотропной нелинейной 
вязкой несжимаемой жидкости, как и для классической, девиато- 
ры напряжений и скорости деформаций пропорциональны: 


ои=2 0, = Эро. (17.1) 


Возводя левые и правые части первого равенства в квадрат, 
получим 


5 2 
==, (17.1') 
v 


и, следовательно, 


20и 
Зои 


0;j=06;; + Uij, так как Up, =0. (17.2) 


В классическом случае ньютоновской несжимаемой жидкости ко- 
эффициент p при 7=const постоянен. В рассматриваемом здесь 
случае коэффициент вязкости и есть некоторая функция инвари- 
антов 9 ис, однако такая, что 0—0 при 9-0: 


с—Ф 0, с, T), op ©) 0 приэ->0. (17.3) 


Эта функция находится из опытов на сдвиг и обычно не зависит 
OT 6, а только от 0 и Т. Среднее напряжение а, как и в других 
несжимаемых средах, находится в процессе решения краевой за- 
дачи. 

Соотношение (17.1), справедливое как для классической, так 
и нелинейно-вязкой жидкости, можно трактовать как условие сов- 
падения направлений тензоров оз; и б:, и потому оно называет- 
ся векторным свойством среды. 
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Подобно тому как направление вектора а определяется еди- 
ничным вектором аб=а/|а|, также говорят о направлении тензо- 
ра Ти, характеризуя его так называемым направляющим тензо- 
ром И Ти. 

Соотношения между инвариантами называются скалярными 
свойствами среды; таково (17.3). Таким образом, векторные свой- 
ства классической и рассматриваемой здесь вязкой жидкости сов- 
падают, скалярные свойства их различны. 

Работа внутренних напряжений в единицу времени в единице 


объема при условии (17.1) равна сумме работ девиатора сои и 
среднего напряжения с: 


R=0;;0;;= (6 + 06;;) (eu +— div vb,)) = 
=0,/0;; +0 divv=ou-+o div vy, 


так как биби=0 и oij5ij=0. Следовательно, мощность, развивае- 
мая внутренними силами в единице объема, в случае несжимае- 
мых жидкостей, т. е. при условии 


divv=0, (17.4) 
равна произведению модулей oud: 
R=0,/0,; =00=0,,,= 2p" = 3g. (17.5) 


Эта мощность полностью рассеивается в тепло, т. е. W*=R, Един- 
ственным независимым параметром состояния рассматриваемых 
стабильных жидкостей считается температура Т, и потому из за- 
конов сохранения 


раи=6'9 + Rdt, 
pTds=8'Q + Rdt, p=const, 
по заданной теплоемкости с, которая зависит от 7, находим 


— 9% Ч 4 
ds= т’ и [с (т) dT + const, 


Закон сохранения энергии приводит к уравнению теплопроводно- 
сти 


pc = —divg+ Qu, (17.6) 
q=—A gradT. 


Уравнения движения O1j,;+9(Xi—w.)=0, при подстановке в 
них выражений напряжений (172), условие несжимаемости (17.4) 
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и уравнение (17.6) образуют замкнутую систему для У, о, T, ec- 
ли известна зависимость от 7 коэффициента теплопроводности. 
Граничные условия либо совпадают с условиями классической тео- 
рии — условием полного сцепления (12.2), либо заменяются yc- 
ловием проскальзывания. Например, асфальт может скользить по 
твердому основанию, особенно при повышенных температурах. 
В этом случае условие непроницаемости основания (12.3) должно 
быть дополнено двумя скалярными условиями из (12.9): вектор 
касательного напряжения P(—N™n по свойствам среды должен 
быть направлен против вектора относительной скорости 


У 
Ivy" 


р") NO п =So 


где Sp — известная из опытов функция температуры 7, нормаль- 
ного напряжения On=0;;N;N;, скорости скольжения |v]. 

2. Идеальная изотропная жесткопластическая среда Сен-Вена- 
на — идеализованное несжимаемое твердое тело, обладающее 
следующими свойствами: 

1) компоненты девиатора напряжений ограничены по модулю, 
причем если 


0/04) = Om 2-02 < 0; == 0? (17.7) 


то тело остается жестким (скорости деформации равны нулю), Ha- 
пряжения неопределенны; 

2) если в какой-либо области тела 9>0, то выполняется усло- 
вие пластичности, т. е. 


erties 2 2 
> би ij = Ou =9s, (17.8) 
где Os — константа материала, называемая пределом текучести 


(при данной температуре) ‚ т. е. Os=os(T); 

3) при пластическом течении векторные свойства тела совпа- 
дают с векторными свойствами вязкой жидкости, т. е. определяют- 
ся соотношением (17.2). 

Опыты над многочисленными квазиизотропными материалами, 
например металлами, показывают, что чисто упругое их состоя- 
ние, определяемое рассмотренными ранее свойствами и соотно- 
шениями ($ 15, 16) 


1 it 
n= [011 —¥ (Ogg + 0з3)|,..., 2-х Gyo, «+ 


существует лишь при малых деформациях до Tex пор, пока интен- 
сивность напряжений ou<os; условие начала пластических дефор- 
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маций ou=Os называется условием пластичности Мизеса. Ранее 
Кулон и Сен-Венан принимали аналогичное условие в виде 


0; 
Tmax = a; (17.9) 
ГДе tmax — наибольшее по модулю из главных касательных Ha- 
пряжений ($ 6), 
01 — 92 0 — 03 03 — O1 
t.= a ‚та 
12 ry 23 2 31 3 


Соотношение (17.9) называется условием пластичности Кулона — 
Сен-Венана, т; — пределом текучести при сдвиге. Равенство ts= 
=o;/J3 получается из (17.8), если рассмотреть случай чистого. 
сдвига (02=—401, 03=0) и вместо (01—02)/2 подставить ts. В $ 6 
доказано, что отношение tmax/Ou отличается от постоянного числа 
менее чем на 7% (при любых значениях 01), и потому условия 
(17.8) и (17.9) близки. 

В области пластического течения из (17.1), (17.2), (17.8) име- 
ем связь между с:; и Vij: 


0,,=06)) + 26s Uij- (17.10) 


Зии 


Внося эти выражения в динамические уравнения oy, р (Xi—Wi) = 
=0, получим замкнутую систему уравнений для вектора скорости‘ 
v(x, t) и среднего напряжения o(x, ft), если добавим условие пе- 
сжимаемости (17.4). 

Другое определение рассматриваемой среды при условии (17.8) 
получим из предположений: 

1) свободная энергия ф (при условии несжимаемости) зависит 
только от температуры 


ф=(Т), з=—\' (Г); (17.11) 
2) работа напряжений полностью рассеивается 
Оо == 0;;0;,dt —w' dt > 0 (17.12): 


(причем равна нулю только при 9;==0); 

3) девиатор напряжений Oi; зависит только от тензора скоро- 
сти деформаций. 

Из условий 2) и 3) и изотропии однозначно следует вектор- 
ное свойство (17.2), так как #* — инвариант и, значит, в;0;; — 
инвариант тензора Vij, т. е. о;=Ауц;. 

Если температура переменна, то из опытов известна зависи- 
мость Os=Os(7). Учитывая закон теплопроводности Фурье и счи- 
тая коэффициенты теплоемкости с и теплопроводности A постоян- 
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ными, уравнение теплопроводности (баланса энтропии) получим 
в виде 


pc АГ о. (17.13) 


„Динамические уравнения, условие несжимаемости и соотношения 
(17.8), (17.10), (17.13) составляют замкнутую систему для у, сиТ. 

Значения os для сталей при нормальных температурах (даже 
до +300°С) колеблются в зависимости от содержания углерода 
и лигирующих элементов от 2. 10? до 2.103 МП. В области темпе- 
ратур от 300°C до температуры плавления (1200—1400°С) as 
‘сильно падает, например, в десять раз при температуре около 
1000 °С. В области повышенных и высоких температур существен- 
но проявляются свойства ползучести, т. е. течения с некоторой 
скоростью при постоянных (во времени) напряжения. Это свойство 
не отражается условием (17.8), если о;=9в;(Т); но им обладает 
соотношение (17.3), применяемое в теории установившейся ползу- 
чести. 

3. Идеальная изотропная вязкопластическая среда — несжи- 
маемое твердое тело при малых и конечных пластических деформа- 
циях или повышенных (высоких) температурах и давлениях, а 
‘также некоторые вязкие жидкости, смешанные с твердыми части- 
цами (глинистые растворы и т. п.). Для этой среды: 

1) векторные свойства совпадают со свойствами вязкой жил- 
кости (17.1), (17.2); 

2) скалярные свойства обобщены по отношению к нелинейно- 
зязким и пластическим, а именно 


0,=0,-- Ф (в, Т), 9,20, (17.14) 


где Ф — некоторая известная функция, универсальная при различ- 
ных процессах. Всегда Ф>.0, и почти всегда дФ/ди,>0. 

Эта среда обладает ползучестью, так как при би=соп${, T= 
=const из (17.14) получается постоянная скорость ползучести 


0и=Ф-! (6—0), (17.15) 


HO не релаксирует, так как при 0,=0 (т. е. при постоянных во 
времени деформациях) O.=oOs=const, т. е. напряжения не умень- 
шаются ($ 20). 

Замкнутая система уравнений для такой среды определяется 
<соотношениями (17.1), (17.2), (17.14), (17.13) и уравнениями 
6ij,;+p(Xi—wi)=0. При этом в (17.13) источник 0:0. надо заме- 
нить на pW*=(os+@) vy, при 970. 

4. Идеальная несжимаемая сыпучая среда — условно-твердое 
тело (типа сухого песка, зерна, гранулированных пород): 

1) являющееся сплошным только при условии, что вектор нор- 
‘мального напряжения на любой площадке отрицателен; 
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2) максимальное касательное напряжение зависит только от 
нормального давления на соответствующей площадке; 

3) векторные свойства совпадают с (17.1), (17.2). 

Условие 1) в ортогональных координатах (х:) имеет вид 


М№М,=о ити, < 0, (17.16’). 


где nj — направляющие косинусы нормали п любой площадки. 
Условия отрицательности квадратичной формы (17.16’) суть усло- 
вия Сильвестра: определитель |0| и все миноры главной диаго- 
нали должны быть отрицательны (иначе говоря, отрицательны все 
главные напряжения) 


det (0) < 0, 0, <0, 0,„бвв— 0, < 0, (а, В=1, 2, 3). (17.16) 


Условие 2) записывается сложно, так как требует использова- 
ния явных выражений максимальных касательных напряжений че- 
рез oj, приведенных в конце 6 6. 

В случае плоской деформации в плоскости (x1, X2) 


On — seal 
Tmax == Vy (sce) tor ee 01, 


—9=—<-0,5;=p= — Cu + 0,2), 


условие 2) имеет вид 
Tmax=oF (р), р>0, (17.17} 


где Я — универсальная функция среды, зависящая от влажности. 
Например, вследствие сухого трения частиц может быть принят 
закон Кулона: Я (р) =[р, где f -— коэффициент внутреннего тре- 
ния (тангенс угла естественного откоса песчаной насыпи). В этом 
случае «условие текучести» среды будет 


Thay me (Se J’ +02, /? (=|: (17.17) 


Если между частицами кроме трения есть еще и сцепление, то 
$, (р) =k+ fp, где k — коистанта сдвигового сцепления. 
В общем случае условие 2) можно заменить приближенным 


0,=F ,(p), Зр= —04/8,; > 0. (17.17" 


Поскольку в случае плоской деформации ou=tmax}3, TO функция 
Я, может быть приближенно выражена через F 


8, (2)=УЗ F (0), 


и тогда в случае плоской деформации условия (17.17’), (17.17”} 
тождественно совпадут. 
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Напишем замкнутую систему уравнений МСС в случае плоской 
деформации при медленных движениях (в уравнениях движения 
отбрасываются силы инерции), учитывая, что р= —озз. 

Компоненты напряжений O11, 022, C12, 


0: =— O13 =O, =0, 


т. е. три неизвестных оси, O22, O12 находятся из замкнутой системы 
‘уравнений равновесия 


on 4 O01 _. eX, =0, 


Ox, OX, (17.18) 
A043 06а 4 ox 0 
Ox, + Oxe, bP Bs 


и условия (17.17), так как в эти три уравнения вектор скорости 
не входит. Последний же определяется из условия несжимаемости 
(17.4) 


divv= 


Ou o4 _ 9 
Ox, ac OX, 


и вытекающего из (17.2) одного независимого уравнения 


Bt, 9 Oty, Чо, (17.19) 


В случае постановки динамической задачи система уравнений 
движения и условие несжимаемости обращаются в замкнутую сис- 
тему для вектора скорости у и среднего напряжения а, если ис- 
пользовать вытекающие из (17.2) и (17.17) выражения папряже- 
ний через у и о: 

орви +27 (17.20) 

Uy 

и условия (17.16). Изложенная теория справедлива для сред Ma- 
лой влажности. Если зерна среды имеют неплотную упаковку и 
она сильно насыщена водой, то возможны явления разжижения 
«реды и переупаковки, т. е. перехода в текучее состояние с более 
плотной упаковкой зерен. Для изучения этих явлений созданы 
другие математические модели МСС. 


$ 18. ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ СООТНОШЕНИЯ 
НАЧАЛЬНО ИЗОТРОПНОЙ СРЕДЫ 


Среда теперь предполагается изотропной в начальный момент 


времени fo, с которого и начинается процесс л (т) = (@ (т), Т(т)) 
< реакцией г(т) = ($ (т), n(t)) в соответствии со скалярным тер- 


$ 18. Определяющие соотношения начально изотронной среды 225 


модинамическим потенциалом свободной энергии тр: tp,’ (л) = 
=r'(x)n(t). В § 9 введено 6-mepHoe евклидово пространство Ёз 
векторов деформации 2(т) =г» (т)а» и напряжения O(t) =о» (т) ак 
(k=0, 1, ..., 5) (9.43), (9.44), где 2, у — сами векторы е, в или 
заданные линейные операторы по времени над г, в. 

Пятимерное подпространство Es с репером а» (#=1, 2, ..., 5), 
или подпространство девиаторов, определяется компонентами 
21,..., 25, Которые, как следует из (9.44), выражаются только 
через 2/=2/— 2.6/3. Действительно, формулы (9.44) преобразу- 
ются к виду (при k=O, 1,..., 5; & j=1, 2, 3) 


Е 1 
v2 2. ==Вуг + Va ZSnor 20=2i/5i;, (18.1) 


причем 2, — инвариант ортогональных преобразований лагранже- 
вых координат при {=® в теле, как и 


~~ 1 Oz 2 . . 
- Е 2 = 
2 = 2) 2); = 2; j24,-+— 22, (—) =zijzij, .... 
iii B jist 26 ) и» 
Базисом для представления любого вектора у в Ee, связанным 


с траекторией процесса 2=2(т), может быть 2 и совокупность 


oz 
пяти первых производных вектора 2 по времени, т. е. Z, —— 


ot 
Pz Oz у 
в’ gp? ебли они линейно независимы, или шести других 


линейно независимых фиксированных операторов по # над 2, 
Zor 2, +++ 25, Zp ()=42(®) (k=O, 1,2,...,5), (18.2) 


коэффициенты которых являются инвариантами относительно ор- 
тогональных преобразований репера а» и любого вектора у в Ey: 
a’=aa, у’=ау, а’а=Г: 


а,=ома, Ура, бт == бут, (18.3) 
Примерами базисов могут быть векторы z(t), fo<t<t, в точках 
To, т, ..., U5, производные и интегралы вида 
1 
ат» я 
tg Или ta=| Aa (, t)dz(t) (a=0,1,...,5), (18.2') 


если они линейно независимы между собой. 
Длиной дуги sy траектории вектора y(t) называется величина 
t —, 
а pez 
= ($, (1) dr, 3, =|-2 MV у, (18.4) 
1. 


81/. А. А. Ильюшин 
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причем $, называется интенсивностью скоростей тензора yi; или 
модулем скорости. Вектор dy/dt—goao определяет скорость изме- 
нения девиатора #:. Таким образом, формулы (18.4) позволяют 
рассматривать компоненты тензора как функции времени, или 
функции длины дуги траекторин. 

Задание физического процесса в точке М тела ($ 9) требует 
задания не только тензора деформации &, или тензора напряже- 
ний S, или другого физического тензора 7, но еще и температуры 
T(t) и других нетермомеханических параметров В. 

Траектория деформации a(t) в Es при данном а» с построен- 
ным в каждой ее точке вектором напряжения а и приписанными 
каждой точке параметрами (7, В) называется э-образом процесса 
в точке М тела. 

Для э-образа (18.4) принимают вид 


ds= |da|=V гие) dt, 
Ч и ии 
5, b= SP [HV ами +88. (18.5) 
to 


Работа напряжений S!=s, на приращениях деформаций 
de;; равна $4е:; и включает работу сдвигов 5/42; полная работа 
напряжений равна 


1 t 
w= side; = (ods. (18.6) 
i, 4 


Преобразования вращения и отражения в Ез (18.3) содержат 
пятнадцать произвольных параметров. 

Такие ортогональные преобразования называются преобразо- 
ваниями вращения при |Omn|=+1 и отражения — при |ann|= 

Физические процессы a(t) и 3’(f}=a9 в точке М тела различ- 
ны, что следует из (18.1). На основании (18.1) и свойств матриц 
В:*, Be? (181) можно доказать, что преобразование поворота; сис- 
темы координат (х:) в теле, определяемое тремя параметрами 
(углами Эйлера), есть частный случай преобразований вращения, 
как и изменение угла В, входящего в (18.1), представляет одно- 
параметрическое вращение. Ясно, что э-образ в Eg инвариантен 
относительно этих двух преобразований. 

Из (183), (18.4) дифференцированием (18.5) по Ё# получим 


ду’ =ady, 45, =ds,, 


é г d’y. , гу’ 
y,=ay,, (у’)*= (у,), ya, у, = > г==0, 1,2,.... (18.7) 
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Таким образом, длина дуги Sy и все производные вектора. у и 
интегралы по времени ¢ по модулю сохраняются при преобразо- 
вании вращения и отражения, т. е. внутренняя геометрия траек- 
тории вектора y(t) в Ез сохраняется. i 

Так как при преобразованиях (18.3) сохраняется скалярное 
произведение двух векторов, то применительно к векторам (18.2), 


: aR 4? dy 
например, ‚у, У=- w= oY = при преобразова- 


ниях вращения и отражения сохраняются их длина и косинусы 
углов между ними. Длина дуги и кривизны всякой траектории 
a(t) в Es — это ее естественные независимые внутренние пара- 
метры 


а «od а 1.4 a a ‚4 ) 
5 : = ы —5 5 , , 
dt ds ds s at at? ds ( ds 
. 2. 2 . oe wee oe 
# (=) sat =) 63) — G3)" (18.8) 
С 
Рассмотрим косоугольный репер 
dg 45 495 
3,=)p,=—-, = ==H4Po,... ‚9. = ——. 18.9 
1 ==! a ay ast Po i= Te ( ) 


В Eg траектория a(t)=a(s), s=s(t) кроме длины дуги и пер- 
вой кривизны ж=и, выражающихся формулами (18.8), имеет 
еще четыре параметра (x2, жз, жа, 5). 

Ортогональный единичный естественный репер рам (а=0, 1, 


2, ..., 5) строится из векторов косоугольного базиса 3.41 (а=0, 
1, 2,..., 5). Шесть формул Френе с двучленными правыми частя- 
ми имеют вид (ж=хв=0) 
| — %n—1 Pn—1 + %nPn м (n=1, 2,... , 6) (18.10) 
и позволяют выразить любую производную вектора э по $, начи- 
ная с шестой, через ру, Po, ..., Ps, т. е. через шесть первых: 
a” #9  #=1,2,...,6 
2 hy —— (18.11) 
ds™ dsk @-=7,8..., 


где ka, зависят от x ([=1, 2, 3, 4, 5) и их производных. Форму- 
лы (18.11), называемые «тождествами размерности», могут быть 
переписаны для векторов 


Эт=АткЭ, (т=7,8,...; №=1,2,...,б), (18.12) 
причем Rm, зависят от $, x: и их производных по #; существенно, 
что векторы 39, (#=1, 2, ..., 6) алгебраически линейно незави- 
симы. 


* 
81 
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Произвольный вектор 2, в том числе в, в Eg можно предста- 
вить через его компоненты в репере Френе (18.9): 


= Апр, (n=1, 2, 3, 4, 5, 6); (18.13) 
причем это — тождество, если А* выражены через в и р» форму- 
лой А*= арх. 


Базис (18.9) для представления 6-MepHoro вектора может быть 
заменен любым другим, построенным на основе э, например 


$ 
Mm=Ma =) №, ((—1) 49 (9 (#,1=0,1,..., 5), 


oe (18.14) 
diggs у ВМ, Чат, 
to 


если фупкции времени №» (1) заданы и линейно независимы. Тогда 
(18.13) заменяется на изоморфное ему 


o=Ain, (k=0,1,...,5). (18.15) 


Если ввести смешанпый базис из производных по ¢ OT 9 и д, TO 
будет справедливо соотношение 


Cy Om=Drdn (т, п=0,1,2,...,5; т-- п==7), (18.16) 


которое при определенном выборе Cm, Dn будет тождеством, так 
как семь векторов в Вз линейно зависимы. 

Тело называется начально изотропным, если существует мо- 
мент {, в который его пачальное состояние и структура в любой 
декартовой системе (х) характеризуется только единичным тензо- 


ром второго ранга — константой /-= (5) (i, j=1, 2, 3) и тензо- 
рами других рангов на его основе: 
6» бибти» SimBin + бтбыь «+ ++ (18.17) 


Все соотношения между физическими функционалами для на- 
чально изотропного тела должны быть ковариантны относительно 
ортогональных преобразований & начальной (лагранжевой) сис- 
темы координат (x) в теле (A74=1): 


x=ax’; x'maix! (i, j, R=1, 2, 3); 


i 


- (18.18) 
x'=a'x; x"=alx!, хх”; aba -ебрь; 


при этом 4=const, т. е. не зависит от времени и координат. Тен- 
зоры ап, вп, $, Зи, ..., Уи, ... преобразуются по формулам 


уса” AF ут, Ура ай Yum (18.19) 
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и относительно этих преобразований имеют каждый три инвариан- 
та: 


Лу= = Фш== Ув» Foy=Yii¥is> = = (Hy Hoy)» 
(18.20) 


Foy Yuden = 384 +S Yay — Phi PySoy = [Yuli 
пара тензоров уг, 21 имеет еще смещапные инварианты 
Fy2=Yirijr Fyy2=YimY тЫ» Фуа Ут, (18.20’) 
тройка Yij, 2:;, Ci; имеет, кроме типа (18.20), еще одии 
Фик Ут мби. (18.20") 


Вообще группа из N тензоров ут авы 2,...,М) приводит к тен- 


зору второго ранга с компонентами У в виде произведения и 
линейному ипварианту 


Ури. Yong yg + Ymyir YY =Уйви. (18.21) 


Характер возможных упрощений полиномов по нескольким 
леизорам виден из $ 9 и тождества (9.13”), если в нем положить 
Z=0+2V, считая \ произвольным и приравнять нулю коэффици- 
енты при различпых степенях A. Получим тождества для пары 
тензоров 0, Vu Tt. д. 

Основной постулат МСС утверждает, что задание процесса 
л (т) = (©, Т, В) в точке М вполне определяет все физические 
функционалы ($ 10). 

Выражение (18.13) будет представлять функционал состояния, 
если коэффициенты A* из опытов будут найдены как функцио- 
налы &, инвариантные относительно преобразований (18.19). На- 
пример, для апалитических процессов A* (k=1, 2,..., 6) должны 
быть определимы как инвариантные функции & и всех производ- 


ных по Ёот &. Первые инварианты всей группы производных 
тензоров выражаются через инвариант &./6:; = в: 


&g=€;/5;;= ел, CEO=Enn» ..., ВЫбИ НЕ FQ, .... 


Скорости теизора деформаций, ускорения всех порядков имеют 
вторые ипварианты, входящие в (18.8), (18.10). Все они выража- 
ются через производные по времени от шести внутренних харак- 
теристик траектории a(t) в Ев. Гретьи инвариаиты имеют вид 


8 А. А. Ильюшин 
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(18.20”), где yi, 21, би есть производные тензора ej различных 
порядков, включающие 


a т. т. т. 
Я зт== щей, m=0, 1, 2, 3, 4,..., 
и He выражающиеся операторами по LOTS, У suey 5s 


Весь набор инвариантов, содержащий третьи инвариаиты теп- 
зора @ и его производных, обозначим 


фе...) (18.22) 


Следовательно, основной постулат МСС применительно к на- 
чально изотропным средам приводит к уравнениям состояния 
(18.13), в которых 4*==4*(...) (R=1, ..., 6) суть физические 
функционалы длины дуги, кривизн, параметров (18.22), матрицы 
а (18.3) ортогональных преобразований процессов в изображаю- 
щем пространстве Es, и теплофизических параметров 7, В: 


А —= Ab [5 (1), х, (1), ..., % (т); ев, T(t), В(®); $ (tJ; (18.23) 


или приводит к (18.15), (18.16) и другим изоморфным (18.13), 
т. е. получающимся из (18.13) формальными преобразованиями 
на основании тождеств размерности (18.11). 

Выраженный в виде формул (18.13), (18.23) основной посту- 
лат МСС для изотропных тел действительно полностью отобра- 
жает свойство изотропной среды в физическом пространстве, по- 
скольку определяющие соотношения коварнанты относительно 
преобразования (18.18), (18.19) системы координат и тензоров 
Yij в теле. 

Из построения 6-MepHoro пространства Es ясно, что при орто- 
гональных преобразованиях репери ак, k=0, 1, ..., 5 wecrumep- 
ного пространства Eg все параметры — аргументы, указанные 
в скобках (18.23), кроме #3 и матрицы а, коварианты OTHOCH- 
тельно 15-параметрических ортогональных преобразований (18.3). 

Пятимерное пространство Es векторов 2=2»а» (k= 1,2,..., 5), 
как видно из таблицы коэффициентов В} (i, j=1, 2, 3 § 9), 
есть пространство девиаторов (2:;), поскольку 


au 
3 ij j~ х 
у аа, ВЫ2, (#1, 2,..., 5}; a= 5 ии. (18.24') 


Модули и скалярные произведения любых пятимерных векторов 
: By ee tesa Е гы 

y, 2: [Z| ==2==(24а,) ^, уг==у2соз(у, 2)=уу2н, их производных по 

времени 2'==2;):2), Y2=Y;j2ij, других линейных по { векторов — 

операторов над 2 суть инварианты ортогональных преобразова- 

ний векторов у, 2 в Es: у’=оу, z’=az, причем матрица a — 10-па- 

раметрическая: аа’=/. Очевидно, что любое линейное соотноше- 
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ние в Es между векторами у, у”, ... 2, 2 с коэффициентами, 
зависящими только от их инвариантов, инвариантно относительно 
ортогональных преобразований, т. е. пятимерное девиаторное про- 
страиство для них изотропно. 

Опыты показывают, что определяющие соотношения для 
сплошных начально изотропных сред в области сравнительно ма- 
лых деформаций согласуются с постулатом изотропии: они инва- 
риантны относительно ортогональных преобразований в Es; образ 
физического процесса сохраняется при всех вращениях и отра- 
жениях в Es, если в соответствующих точках траектории сохра- 
няются значения параметров exe(f), Т(!), P(t). Это свойство на- 
столько сильно упрощает экспериментальные исследования физи- 
ческих функционалов пачально изотропных сред и законов 
в виде 


o=A'3,, А Аз, м, ey, Т, В] (#=1,2,..., 5), 
(18.24) 
o9=A,[s, %, в, Т, В], и==(жь Hor Из» Ha)» 


что становится возможным даже прямой метод решения краевых 
задач МСС без знания аналитических представлений скалярных 
функционалов А, А!“, по с помощью некоторых упиверсальных 
(не зависящих от типов краевых задач) экспериментальных ус- 
тановок*. При исследовании свойств новых сред естественно ис- 
ходить из постулата изотропии н после выяснения степени точ- 
ности (18.24) ставить задачу уточнения. Такое влияние F3 в об- 
ласти больших деформаций имеется, например, в нелинейной тео- 
рии упругости ($ 16): формулы (16.15) можно привести к виду 
(18.13), нов (18.23) явно войдут третьи ипвариаиты. 

Основные характеристики степепи сдвиговой деформации и 
сложности изотермических процессов в точке М тела — длина 
дуги $ (18.5) и главная кривизна х,=х (18.8), развернутые выра- 
жения которых 


(Vij 


t t 
= [Изя шо, o= 
ty о 


V Dip: nnn — (vii), 


ИЕН 


(18.25) 
(i, j, n, m=1, 2, 3), 


* В 1962 г. в теории пластичности возник метод CH—~3BM: CH — машина 
для испытания в различных сочетаниях на растяжение, сжатие, кручение и гид- 
ростатическое давление круглых трубчатых или сплошных образцов металлов, 
ЭВМ — электронная вычислительная машина. 


8* 
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показывают, что это склерономные (не зависящие от масштаба 
времени) характеристики величин сдвигов и характера распреде- 
ления их по различиым физическим направлениям (волокпам). 
В представлении (18.16), требующем существования меньшего 
числа производных от э и а сравнительно с (18.13), более удоб- 
ны, вместо ху, хо, Хз, %4, инвариаитные в Ё; смешанные характе- 
ристики процесса нагружения 


5, W=|6], 92==419|/45, q,=0da/(q, ds), 
(18.26) 
4,==dq,/|do|, 


причем коэффициенты Cr, Dn — функционалы по { параметров 
(18.26), а также ey (или оз) и T(t), В(т). В изотропном Е соот- 
ношения (18.16) можно привести к виду 


3+D)a+Dia=Cho + Cla-+ Cle, 
(18.27) 
Й (ль (1) =0, ль (t)= (S(t), 9(%), ве (т), 0% (т); T, В), 


т. е. одному векторпому и одному скалярному соотношениям; 
“ < Ч t 

л5 — указанный процесс в Es, g=(41,--+) 94); Dn (ль), Cm (ль), 

| (ль) — операторы над лз(т). Для многих начально изотропных 

твердых и жидких тел в изотермических процессах соотношения 


gaa go 
м 
(18.27) 


=! (п (0), л(0=(, р, Ms 9), 


N, М — функции x(t), приближенно представляют (18.16). 
Преобразование (18.27’) к индексной форме получается умно- 


жением на матрицу B= (В:/*); например, 


~ 1% 1:2 т 
иг Su м 5$, бе = ид; f(x), (18.27") 
М, М, f — функции x (5, р, 91, 43), причем р=ро/УЯ и из (18.26) 
= os Suites 
= 161 =У $$, a= =. (18.28) 
lols V & Spent 


В качестве базисных тензоров при построении Eg, Es выше бы- 
ли приняты в Л контравариантный S(J1)=(S") и ковариантный 


(Л) = (e:;), сопряженные в смысле Лагранжа: 6/A=Sd&= 
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= Stide;;=od3. Можно было бы взять любую другую сопряженную 
пару 


АЯ г, dz, 


где 7 (Л) =F2(Y, 5), 2(Л) =Я.(9) — некоторые функции ука- 
занных тензоров. Среди них есть такие, что для них радиус сфе- 
ры в подпространстве Es девиаторов 2, внутри которой образ изо- 
тропен, не меньше, чем для 2=#. 7 

Условие KoBapHaliTHocTH общего функционала состояний S= 
F|E| для начально изотропных тел относительно преобразова- 
ний (18.19), т. е. сохранение его вида при замене §=48', #= 


=46’, означает, что F должен удовлетворять функциональному 
уравнению 


F [47] =4F [71. (18.29) 


Функционалы (18.13) с коэффициентами вида (18.23) удовлетво- 
ряют этому уравнению. 


$ 19. УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИЕ ДЕФОРМАЦИИ 
НАЧАЛЬНО ИЗОТРОПНЫХ ТВЕРДЫХ ТЕЛ 


Если напряжения в начально изотропном твердом теле огра- 
ничены условием пластичности ($ 17), то под действием нагрузок 
при Ou<os оно обычно ведет себя как идеально упругое ($ 17, 16). 
Ниже имеются в виду металлы и сплавы при нормальных тем- 
пературах, но многие другие тела обладают такими же свойст- 
вами. 

Рассмотрим сначала малые деформации, при которых 5-мерное 
пространство девиаторов Е; ($ 18) изотропно, что с достаточной 
точностью установлено экспериментально. На траектории дефор- 
мации 9(S) в каждой ее точке 5({) по какому-нибудь закону (в 
опытах — по желанию экспериментатора) задается плотность 
или объемная деформация =. =0(5$), и в соответствии с постула- 
том изотропии возникает вектор папряжения Gs, определяемый 
вскторно-липейпым функционалом (18.13) или (18.16), или 


o(s) =Я°(э(5'), A(s’)). (19.1) 


При ортогональных преобразованиях в ЕЁ; эти соотпошения 
сохраняются, ориентация вектора в(5) при одинаковых O(s’) от- 
носительно репера Френе и его модуль ие сохраняются, 
т. е. все траектории, жестко повсрнутые BE; или отраженные 
в зеркале любой ‘размерности, скрепленном с репером Френе 
в любой фиксированной точке процесса 9(s), тождественны, образ 
всего процесса и реакции сохраняются. Достаточно изучить опе-. 
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ратор (19.1) на каком-нибудь процессе э=1(5) в Es, как он будет 
известен для всего бесконечного множества процессов а! (5), кото- 
рые в физическом теле совершенно различны. Поэтому такой под- 
ход к нахождению определяющих соотношений в МСС называется 
теорией процессов, физическая достоверность их равноправпа 
достоверности постулата изотропин. 

При движении конца вектора э(5) (изображающей процесс 
точки) вдоль прямого луча (из точки О) до определенной точки 
Ks |э| =эз:(р), |o|=os(p) деформации будут упругими. Если в Ев 
в разных направлениях проводить лучи, Ha которых от О до Ks 
давление p(s) (или 60(5)) одинаково, то точки К; в силу симмет- 
рии (изотропии Es) расположатся на поверхности сферы радиуса 
э:(р). Если в Es строить соответствующие лучевым деформациям 
напряжения в({), то согласно постулату они будут тоже лучевы- 
ми, граница |э|=9., |в|=0. будет сферой радиуса с, условие 


|o|<o; (19.2) 


называется условием пластичности Мизеса. Учитывая установлен- 
ное свойство почти постоянства отношения tmax/|o| ($ 6), при 
сохранении режима p(s) или 0(5) в опытах, условие пластичности 
Мизеса можно заменить условием пластичности Сен-Венана 


TmaxQts. (19.3) 


Ясно, что если по прямым лучам вести процессы с неодинаковы- 
ми p(s) или 0(5), поверхности |в|=0; (9, р), |э|=э:(э, 0) могут 
не быть сферами. Но часто Os, 9s не зависят от р. 

Лучевые нагружения или деформирования называются просты- 
ми. При простых нагружениях-разгрузках (обратных движениях 
по лучу) очевидно, что определяющее уравнение имеет вид 


в= Вэ. (19.4) 


Определяющие соотношения (18.16) во многих случаях малых 
деформаций металлов, как уже отмечалось ($ 18), аппроксимиру- 
ются двучленной формулой 


1 1 1\ do do _ 
44+) о. -F- =c08 8 ds. (19.5) 
Коэффициенты М, Р зависят от параметров 
do 049 _. 
= |6|=9, 4 are: а cos $. (19.6) 


Угол 0 называется (по ero геометрическому смыслу в Es) углом 
сближения вектора напряжения с с вектором р, = 43/45 касатель- 
ной к траектории процесса э(5). 
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Теория малых упругопластических деформаций оспована на 
свойствах медленных (квазистатических) процессов простого на- 
гружения-разгрузки, которые с большой точностью реализуются 
в теле, если его нагружения-разгрузки просты, т. е. все внешние 
силы, произвольные по координатам (x), во времени возрастают 
н убывают пропорционально одному общему параметру A. В Fs 
для каждой точки М тела такой процесс изображается движением 
конца вектора э вдоль какого-то своего луча. Координатная 
запись (19.4) и принимаемый при этом закоп Гука для объемной 
деформации ($ 15) содержат К и В, 


би-Вв» —p=K0, (19.7) 


причем В — функционал единственного независимого параметра 
4=4|э|/45 по длине дуги $. 

Назовем алгебраическим модулем деформаций при простых 
нагружениях-разгрузках величину Эа, связанную сэи G(S) соот- 
ношениями 


49, = 4; = q(s') ds’; gat; э= |4. (19.8) 
0 


Пусть Ро — определенный постоянный единичный вектор на тра- 
ектории 9(s). Тогда, очевидно, при простых нагружениях-разгруз- 
ках 


3 (8) = 24 (5) Po. (19.9) 


Алгебраическим модулем напряжений о. пазовем величину, опре- 
деляемую равенством 


o=0,P,, o=|0,|. (19.10) 
Из (19.7) находим выражение 
ба las ’ 
В== "oer? 04 [9, (5')]. (19.11) 


Поскольку эа — известный функционал g(s) (19.8), задача опре- 
деления функционала В сводится к определению функционала 
ба [4]. 

Свойства функционала пластичности В и его представление 
для каждого материала при заданной постоянной температуре Т 
могут быть установлены в опытах на кручение тонкостенного 
трубчатого образца моментом Mxp. Единственные отличные от 
нуля компоненты тензора напряжений и деформаций в трубке при 
выборе цилиндрических координат «1» — по образующей, «2» — 
по окружной координате 
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= М,р 
А OR” 


2 1 
2ев=2е.= £ , (a) 
R 
где R — cpeanuit радиус, A — толщина стенки, / — длина трубки, 
ф — угол закручивания трубки на длине {. 
Выражения основных величин через от», £12! 


5 
Og= 02 V2, =e = [969 45', B= т . (6) 
$ а 
На рис. 19.1 показаны резуль- 
таты испытания. Так как направ- 
ления кручения равноправны, кар- 
тина в первой и третьей четвер- 
TAX одинакова. В пределах участка 
OA, 0.=203, (—..<э,<з, 9; = 
=УТБь,). При движении 
от точки А; к А, и далее зависи- 
мость определяется универсальной 
кривой активной деформации 


0. =Ф (24), B= Oa) д==-1. 


Эа 
(в) 
Если в точке A; (э.= a!) умень- 
шать деформацию (q=—1), то па- 


пряжение будет убывать по прямой 
А.А’ с наклоном 2G, пройдя 
через точку Оз, где оа==0; ва=а! == 
Рис. 19.1 р я 

—=ОО, называется пластической 

деформацией, соответствующей раз- 
грузке из точки Ay. Для пассивной деформации па участке 


A\A,’ 
01—0,=20 (71—34), 
или 
2631 — Ф (21) 
В 51—25, 39.3! Do, (г) 
а 
где э.=ИТ,Б а, в; — константа материала (у сталей — 10-3). 


При дальнейшем уменьшении 3. кривая A.A, приблизительно 
одинакова с А,Д, и пазывается участком вторичных пластических 
деформаций. 

Ограничиваясь простым нагружением OAsA; и упругой раз- 
грузкой A,A;, закон связи (19.7) можем записать в виде 
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= 4 
Eis, at > 0, 
(19.12) 
2 ba ie as 4 
0;;—0}; =2G (e,;—e})), a 0. 
В общем случае функционал В[э] строится на основании диа- 
граммы (рис. 19.1) так: параметру $ задаем непрерывно возрас- 
тающие значения от 0 до любого значения (пластические дефор- 


мации возникпут при $>э:) и задаем программу нагружепий-раз- 
грузок, т. е. функцию 4 (5) = +1, например 


q=1, OSS’ <5, 4=-—1 <<; 494=-+1 &<'<%,..., 


(19.13) 
находим Эа (5), т. е. «путь» на диаграмме рис. 19.1: 
s =5, SDS; 
a (=) a) ds'=|—=2s,—s, 8 3538; (19.14) 
0 =5—2 ($%—51), S3<S<55; 


Следуя этим путем изменения Эа по $, найдем соответствующие 
ба (5) и В (5) (19.7). 

Соотношения (19.7), (19.12) можно записать в общей форме, 
если ввести вместо функции о==Ф (э) обратную ей э=Ф-! (с) и 
обозначить отношение 

= в 
НЕО (19.15) 
с 2G 


Тогда деформацию ej; можно представить в виде суммы упругой 
e) и пластической =): 


ву 89 + el), (19.16) 
причем 
Е 8 _ 7 hh = 1—2v 
i = ( ait ia pi) 26 es Tt psi), 
(19.17) 


ef ее (с ut = oi, 

где у — коэффициент Пуассона. Обозначая а 6. из вида 
функций Ф(э) и Ф '(0) (рис. 19.1) заключаем, что при активном 
нагружении (do/dt>0) ‹(с) =0, o<o%, и возрастает вдоль кривой 
AsA,. В точке A; отрезок ОА!’ представляет полную деформацию 
e12(Ai), отрезок OO, — пластическую деформацию el?) (А,), отре- 
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зок О.А! — упругую деформацию ВЯ (A,). При разгрузке (do/dt< 
<0) из точки А, текущая деформация г12(ОМ/) состоит из той 
же пластической ef3(A,) плюс упругая О.М, т.е. #9 =0,./20. 
Таким образом, на всем пути OA,A,0,A; (и обратно на A,O,A,) 
формула (19.16) остается правильной, только на пути 4,0, А; (и 
A;OA,) пластическая деформация ef?) (А) заморожена, т. е. 
остается равной ef?) (A,) 


1 ' 
= т ; (ор, p'5;/). 


Законы упругопластических деформаций, установленные выше, 
дают выражения напряжений 0:;=0/—рб, через деформации 
e€ij=ej+1/305;;, а значит, и через перемещения иг; уравнения дви- 
жения при этом образуют замкнутую систему. 

Теорией пластического течения обычно называется вариант 
‹<оотношений (19.5) при N=2G=const и P, зависящем от напря- 
жения о, пластической деформации 


ры (р) Е(р) 
HP = Y elrelr 

или работы на пластических деформациях 
W,=J oda”, 


HO He OT 4, 4s, 94 (19.6). 

Без этих ограничений функции NV, Р исследованы: для процес- 
сов деформации малой кривизны x<A-', где h порядка (3~10)es; 
‹<редней кривизны х—й-!; процессов в виде «веера» двухзвенных 
ломаных. 

В точке О; (рис. 19.1) при разгрузке из A, напряжение исче- 
зает, при возвратном процессе из O; в A; деформация упругая, 
точки A; и As’ — новые пределы упругости в состоянии О. Та- 
кое же явление наблюдается и в общем случае в пространстве 
Es, На рис. 19.2 показана сфера радиусом 9s, внутри которой де- 
формации упругие (o=2Ga). 

Любой процесс ОА;А, сопровождается пластическими дефор- 
мациями (А; — любая точка на сфере). Для простоты пренебре- 
гая упругой деформационной анизо1 ропией, имеем 


с 

BPI =э— 9h), 39) = (19.18 

50 | ) 

Продолжая процесс из Aj, обнаружим, что 9”) для одпих направ- 


лений А, А, продолжают изменяться, но для других А,А, они ос- 
таются постоянными. Граница, разделяющая область продолжаю- 
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щихся пластических деформаций от области, где они «замороже- 
ны», называется поверхностью текучести для процесса OAsA;: 

F ол,= (3) =0. (19.19) 


Существует такое направление разгрузки A,0,A; (рис. 19.2), для 
которого упругая деформация в точке О, полиостью исчезает и 
вектор OO,=9) будет представлять замороженную пластическую 


A; 
F=0 
OK 
As 
Рис. 19.2 Рис. 19.3 


деформацию для перехода из A; в любую точку М. Таким o6pa- 
зом, всякий процесс движения точки М (эм) внутри ¥ =0 упруго 
обратим, причем 9”)=const=9°(A)); вектор O;M=ay° представ- 
ляет упругую деформацию в точке М. 

Постулат пластичности: на всяком замкнутом по деформациям 
изотермическом процессе работа напряжений неотрицательна — 
установлен для малых и конечных деформаций: 


А= | оу, =фо4э—Фра0=Фоаэ>0. (19.20) 
Е 9 9 3 


Работа давления p=—KO исчезнет, Tak как — ра0=К/2а (62). Из 
основного термодипамического соотношения  0;;de;;—=podtp-+ w*dt 
для всякого замкнутого по параметрам состояния и (ри, И», ...) 
процесса имеем 


и" > 0, Ay=$ 0%; ав, = фи" at >0, 
h р 


так как интеграл от 4ф(ь) papell нулю. Отсюда, однако, не сле- 
дует (19.20), так как ej при пластических деформациях не явля- 
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ются параметрами р, т. е. процесс, замкнутый по г;, может быть 
не замкнут по p, и потому 4,57А. Если предположить, что при 
T=const w=a©) и &*4[= 049), то получим в=2С9©), в4э0)>0. 

Рассмотрим замкпутый по деформациям процесс МТРТМ 
(рис. 19.3), выходящий па dar в точке Т за пределы поверхности 
9 =0 и потому дающий приращение пластической деформации 
4э®). Для прямого MTP и обратного РТМ путей э одинаково, 
4э меняет знак на обратный, и потому 


А= § (вит отм) da + о-в) аэ. (19.21) 
MT TP 

Поскольку ТР=а9эт бесконечно мал, то и изменепие Orp—Opr будет 
бесконечно малым, и потому второе слагаемое в (19.21) может 
быть отброшено. На МТ упругая деформация обозначена al, Ha 
обратном —a(®); их разность 


©, —с 


2G 


(г) (e) 


ae MP 
Iq) I) = 


ТМ — q9(P), 


и потому 
Aq dat”) dg=da') iy dada‘) MT, 
MT MT 


причем da) зависит только OT dar и точки Т на F=0, по пе от 
точки М. Следовательно, для любого вектора МТ внутри Я =0 


MTd9”>0; (19.22) 


NO это возможно только при условии, если 49‘) имеет направле- 
me, совпадающее с нормалью к F в точке Т, т. e. 


da\?) = Dgrad F (э) 4 =0;^ dh, (19.23) 
где D — некоторый фупкциопал процесса OA; и точки Т (любой 
па 9), ^ — параметр, у — единичный вектор пормали в точке 


9=9; к поверхности ¥ =0, 
V=a4nVE, Veve=1 (R=1, 2,..., 5). 
Соотношение (19.23) называется ассоциированным с (19.19) зако- 


ном текучести, и оно есть частный случай общего выражения за- 


копа связи в-—э (18.16), но содержит не пять, а только два ска- 
лярных функционала: F и р. 

Поскольку деформация 9 связапа с папряжением в физичес- 
ким законом 9=9[o], то при такой замене поверхность (19.19) 
преобразуется к виду 


F (3) =F (э1в]) =[ (в) =0 


и называется поверхностью пагружения. 
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Теория Прандтля—Рейсса получается в предположении, что 
вектор упругой деформации эт) ==‘), соединяющий точку О! с Т, 
имеет постояппую длину 


5 


Ja] =|э— 32) | = соп=-^—==а,, 
2G 
in) 
IF =(a—a'?)?—g2=0. (19.24) 
Отсюда 
grad F =э—э®=-°. 
2G 
Из (19.23) получаем частный вид (19.5) 
ой, |o| ==0° == сопзЁ, (19.25) 
$ di. ‘i Fd 
где te неопределенный параметр, причем /^=0 для 


16| <о*. В девиаторной форме соотношения (19.25) имеют вид для 
малых деформаций 


x И 
b= og бы + бий, виби== (0), (19.26) 


и представляют шесть независимых уравнений, связывающих о; 
¢ ej; MA. Присоедипяя к ним р=—К9 и уравнения движения 
p(ui—Xi) =оп,» получаем замкнутую систему. При разгрузке 
^=0. 

Для конечных деформаций обобщением (19.5) пайдем соответ- 
ствующие (19.25) определяющие соотношения в эйлеровом про- 
странстве, если сделаем замены ($ 9): в (19.5) 


т ~ в а 
IP Up, в=о, ote ie 
(19.27) 
. (2 dojj 
eG + Fin®mj + ори mi 
и параметры (19.6) примем в виде 
Ч=0, 4а==0/0], qa=cos = 
(19.28) 


= ==5, |6|=И 0/6. 
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Получаем в Э: 
y= oj + (cos iF) Gy, (19.29) 


В приближенных расчетах N=k2G=const (k=0,75~0,8), а функ- 
ция 


vo=f(o, 9) (19.30) 


берется из теории малых деформаций. В частном случае идеаль- 
ной пластичности (0=0) песжимаемого тела (p=o=const), 
Un=div v=0, 6:;=и:, получим (19.29) с заменой 9с0$9/с на не- 
определенный мпожитель Л. 

На основе гипотезы о существовании поверхности текучести и 
существования упругого потенциала впутри поверхпости текучес- 
ти можно определить упругую деформацию #9); на основе & и 
eo построить тензорпую характеристику конечной пластической 
деформации и с помощью постулата пластичности устаповить 
связь между скоростью роста пластической деформации и пор- 
малью к поверхиости текучести, подобпую (19.23) для конечных 
упругопластических деформаций. 
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Линейная теория изотропной вязкоупругой среды отпосится 
к твердым телам со свойствами, которые в области малых дефор- 
маций весьма близки к свойствам полимерных материалов: нату- 
рального и сиптетического каучуков, аморфпых полимеров с ма- 
лыми и большими молекулярными весами, полимеров в компози- 
ции с другими волокнами и других. В зависимости от температуры 
для этих материалов характерны стеклообразные состояния при 
низких температурах, когда опи почти идеально упруги, и высоко- 
эластические состояния при повышенных температурах, когда они 
значительно деформирутся при малых напряжениях и имеют силь- 
но выраженные временные свойства (релаксации, ползучести). 
Таким образом, все промежуточные состояния относятся к облас- 
ти практически распространенных температур. Теория относится 
и к другим телам как приближенно аппроксимирующая их рео- 
номные свойства. 

Рассматриваемая среда липейна, т. е. в общем представлении 


функционала S= Я:(@, Т) сохраняется лишь одии линейный по 
& функционал (9.19). Применяя такое представление к девиатору 
Oij и среднему давлению р, получим осповные соотношения линей- 
ной теории вязкоупругости*: 


* т=0-, т=0-. означают стремление к нулю слева и справа; далее т=0 в 


пределе интеграла понимать как т=0-. 
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t 
Gy()= Рио, &)(0—)=0,; 0—)=0, 
at 
(20.1) 


t 
—p()= JT, (t—1 0 (ddr. 
o— 


Функции V(¢t—t), Г, ([—°), упиверсальные для данного вещества, 
называются соответственно ядрами сдвиговой и объемной релак- 
сации. Вместо двух аргумептов (& т) в пих входит лишь разность 
(t{—t), что есть следствие предположения о независимости свойств 
от начала отсчета времени (&=0, &=-0). Материалы, для которых 
в (9.19) К, (В eh, (t—t), пазываются стареющими. Рассматри- 
вая (20.1) как интегральные уравнения Вольтерра относительно 
деформаций г/( ин 0(#) и учитывая их разрешимость (ядра Г, 
Г, таковы, что они должны быть разрешимы, так как задание 
процесса пагружения 0;;({) в М-опытах ($ 10) вполне определя- 
ет деформацию), получим 


1 


вы (д = \ K (t—1) си (т) dr, 
0 


(20.2) 


t 
—0 (=) К, (td) p (dat. 
0 


Соотношения (20.1), (20.2) в качестве частного случая должны 
содержать обычный закон Гука. Мало того, если процесс дефор- 
мации или нагружения производить очень быстро в интервале 
0-—1-0-, то рассматриваемые материалы обладают идеальной уп- 
ругостью. Таким образом, если деформацию г; мгновенно ({-0+) 
увеличить OT пуля до конечной величины =, то должно быть 
0/=2Саи. На основании (20.1) это возможно только в том случае, 
если ядро обладает свойством б-функции Дирака. 

Соотношения (20.2) справедливы для произвольного процесса 
нагружения. Полагая в:/(#) =си6 (1), —p(t)=c6(t), где cij, с — 
постояппые, находим из (20.2) 


г(=с,К(, в(=сК, (0. 


Внося все эти зпачепия в (20.1) и сокращая постоянные, получим 
интегральтые уравнения, связывающие между собой К и Г: 
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t 


Кога-э4=84, 


0 


(20.3) 
У К, () F, (0 dt=8(). 
0 
Легко проверить, что если внести значения а, 0 (20.2) под интег- 


ралы в (20.1) и потребовать, чтобы последние стали тождествами 
при любых 01/(#), o(f), можно получить интегральные уравнения 


(20.3) 


Теперь можно исключить особенности в ядрах К и Г, полагая 


К = 80 +K(t), 


В (20.4) 
F(t) =265(t)—T'(t), 
К = 8+К, (0, 
Г, ()=K6 ()—T, (0, (20.5) 
где К, G — Постоянные, называемые мгновенными модулями 


($ 15), K(t), C(t) — регулярные функции. Из (20.1) получим 


t 
в= 2Ge,; — { T (t—rt) р (т) dt, 
5 
(20.6) 
t 


—p=K0—|T, (t—1) (0) dr. 
0 


Из (20.2) получим 


t 
Oi ~ 
eu=s5 + кис, (9 dt, 
0 


(20.7) 
0—2 не т. 
= + ({— т) p(1)d 
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Интегральные уравнения (20.3) для регулярных ядер примут вид 


t 
2GK @=t2 +fK ()T t—) dr, (20.8) 
0 


t 
KK, д. (KT Ca) de. 
0 


Ядро К({) можно найти из опыта на ползучесть, после чего 
резольвенту I(t) — из (20.8). Но резольвенту Г({) можно также 
найти из опыта на релаксацию и проверить соответствие опыта и 
теории. Ядра Ky, Г! определять трудно, так как полимерные мате- 
риалы малосжимаемы. При условии несжимаемости (К= оо, 
divu=0, следовательно, гу=ен), пренебрегая объемной  ползу- 
честью (К,=Г,=0), будем иметь первые из соотношений (20.6), 
(20.7), (20.8). 

Рассмотрим случай простого растяжения образца вдоль оси 
Xi, когда oj=0 при всех г, jf кроме i=j=1, причем ео=езз= 
=—1/2e,, остальные ej=0. Обозначая 01=0и — растягивающее 
напряжение, г! =, — удлинение, из (206), (20.7) найдем 


t 
0, (t)=3Ge, o—-+4 Vr (t—1) e, (x) dr, 
: (20.9) 


t 
г, =O 42 [Ki в, (1) dt. 
| 


В опыте на лолзучесть быстро прикладывается и поддержива- 
ется постоянное напряжение o;=const и наблюдается рост дефор- 
мации 1 (#1). Из второго соотношения (20.9) находим 


K=O, 

20, dt 
т. е. ядро К(#) пропорционально скорости ползучести, причем оно 
не должно зависеть от величины приложенного напряжения о: 
(т. е. К одинаково при д’, o;”,...). 

В опыте на релаксацию мгновенно удлиняют образец до де- 
формации в =сопзф которая сохраняется постоянной, и наблюда- 
ют падение напряжения. Из первого соотношения (20.9) находит- 
ся Г(#). Найденные в этих опытах K(t), I(t) используются во 
всех задачах МСС для данного материала. 
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В модели Максвелла принимается 2/3K (t) =1/(3Gt,) =const, 
причем постоянная & называется временем релаксации. В этом 
случае второе уравнение (20.9) имеет вид 


5 : 1 
3Ge, —в:=-—— 01; 
r 


решая его относительно 01, найдем 
tt 


t 
0,=36e,~ [e а, (1) dt. 
о 


Следовательно, ядро релаксации в модели Максвелла Г= 
=2G/t, exp (—t/t,). Ползучесть (o;=const) этой модели идет с по- 
стоянной скоростью e,;=const, а релаксация напряжения (при 
€,=const) — экспоненциально. За время релаксации t, напряже- 
ние с; убывает в е=2,71828 раза. 
Соотношения (20.6), (20.7) чаще используются в виде, предло- 

женном еще Больцманом, 

1 t 

51, (0=\(—9 dey, (1), —p=\R (t—1) a0 (9, 
0 0 


(20.10) 


t 


t 
вы (= [п (t—1)do,, (2), ==} п, ((—1) dp (1), 
0 


к которому они на основании начальных условий 
t=0_, 61; =p=e,=9=0, 
R(0)=2G, ВЮ, (0)=К, (20.11) 
R (0) 10) =К, (0) I, (0)=1 
приводятся заменой 


ги RH, г=-Ю0, 


(20.12) 
К()=П’ (0, К, (9=1 (9, 


К и П называются соответственно приведенными функциями 
релаксации и ползучести. Относя ординаты каждой из кривых 
&1, & (рис. 20.1), к 20/3, 20113, убедимся, что они сольются 
в одну кривую, которая и есть функция ползучести П (t). 

При небольших изменениях температуры T=7)+6(t) функции 
Жи Il в линейной по 0:1, i; и 9 теории не должны зависеть от $, 
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соотношения (20.10) сохранятся, если 
только объемную деформацию 9 заме- 
нить на 


6; —=0— 39. (20.13) 
Для простоты, пренебрегая объемной 


ползучестью, т. е. полагая Ry(t)=K= 
=const, А Ш =1, получим 


t 
р=— Кот, a=) R(t—1) de; (*). 
(20.14) 


В линейной теории свободную энер- 
гию p следует считать квадратичным 
функционалом деформаций и температу- 
ры 9=Т—То ($ 10). Ho Фи 0.=0—3а9 р 
являются термодинамическими параметрами состояния, г:;(#) — 
внешними параметрами. Следовательно, можно написать для еди- 
ницы объема (роф=тр): 


Рис. 20.1 


7 ТЕ 
Е к 1 Ея 
~=— 7 и ia 1— та) de; (%) Че (<), (20.15) 


где P(x, у) =2(у, x) — некоторая неотрицательная функция — 
характеристика материала. 

С термодинамической точки зрения в (20.15) предположено, 
что температура $ и объемное расширение 9 — параметры состоя- 
ния, и процесс л определен так: 

л (т) =($, 87, &;;). (20.16) 


Полный дифференциал wp по { равен 
t 
аа (= te 3aK®r) d® + Ко; d0 + de;;(t) fe (t{—) dei, (4) + 
[2 

0 

tt - № 

+ at (fe (2t—%,— %9) des; (t,) ав, (ть). (20.17) 
55 
Вариация ф по определению (10.38) равна 


t . 1 . 
dy=K0,00— [> + 3aK6r) 80+ f 8@;, (1) dt ке = 
*=0 0 
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t 
=f [e, (¢) 60 (x) — (So +3ak0, ())86(@)+ 6017) 
0 


t . ee 
+ ге годы dees [FP i (s) dx, 
5—0 0 


Следовательно, 


( Be ) ло=кев ( — лы] [Ро 1—9, ©. 


(20.18) 
Теперь из (10.39), (20.17) и (20.18) находим функцию рассеяния 


Nien ee BON Bee 
г) 4-H 


t 
=a fare t~t) (т) dey; (t,) (00.19') 


и из (10.40) — уравнения состояния. При процессе x (20.16) pe- 
акция г включает энтропию 5: 


r=(s, —p, 01). 


Следовательно, в матричной форме 


"= (5), (20.19) 


или в компонентах 


р=— Кб, = —Зор, 
То 


(20.19") 
t 
a=) P (t—1) dey, (1). 


Предполагается, что рассматриваемый материал, как уже указы- 


валось, мгновенно упругий. Сравнивая oj; (20.19”) и (20.14), на- 
ходим функцию 


P ()=R2D=F (0, 2). (20.20) 
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Представление A(x, у) возможно в виде F(X+y), и тогда будет 
R(x+y), следовательно, 


# 
в f R (Qt—14—1,) dej,(t,) ав (1,) > 0 (20.21) 
00 


должно быть при любых ej (t), é,,6;;=0. Для максвелловской мо- 
дели, например, = (0)ехр (—1/1,), и потому всегда 


t 
gta: — [| R@—n) dex (x) ] SO. (20.21') 
2Gt, 
0 
Теплоемкость при p=0 равна Тс; второй закон термоди- 


намики 


45 : . 
eT = —diva + pw 
и закон Фурье q=—AgradT дают уравнение теплопроводности 
aT AT tw ap. 
om NAT 4-w" + 8aT, РТВ (20.22) 


Присоединяя к нему уравнения движения p(Ui—Fi) =ви,), закон 
p=—Kdivu и выражения (20.14), получим замкнутую систему 
уравнений для и и 7, причем задачи МСС в рассматриваемом 
случае будут связными, т. е. уравнения для и и Т не разделяются, 
так как в (20.22) входит и через w*; в выражения Oi через p= 
=— К (divu—3a0) входит температура. 

При &*>0 (20.21) из (20.19”) условие (10.37) 


В алло 


at | pTsdV=0, (20.23) 
У 


t 


обеспечивающее требования к фуикции рассеяния w*, поставлен- 
ные в $ 10, будет выполнено. 
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Основные уравнения движения произвольной сплошной среды 
(8.14) — (8.16) запишем в виде 


ду he veo 1 а 
5 } grad ( ia Ф) + р grad p 
=vxrot v+4— div D,, <P + фуру =, (21.1) 


9 А.А. Ильюшин 
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содержащем параметр A=1, который фиксирует отличие этих 
уравнений от уравнений движения идеальной жидкости, посколь- 
ку для них девиатор напряжений В. равен нулю ($ 13), следова- 
тельно, можно формально положить 1, =0. 

В твердых упругопластических телах девиатор С; ограничен 


по модулю или норме |0, | =o=V ад, ($ 17, 19), и естественно, 
div Ds в (21.1) будет ограничена всюду также (кроме особых ус- 
ловий на границах и поверхностях разрывов касательных напря- 
жений). 

В вязких жидкостях ($ 14) Бб.=2Й, где и — константа или 
функция (Т, р), в вязкопластических жидких и твердых телах 
Ds=2m0/6 ($ 17), где 2m=o — функция модуля скорости дефор- 
мации (52=00,), температуры и давления, такая что при 9—0 
функция т — конечна, а при 95—00 функция т/б-ц, т. е. скла- 
дывается впечатление, что девиатор Ds, неограниченно возрастает: 


по модулю или норме \D,j=o=V в, Однако из опытов из- 
вестно, что коэффициент вязкости всех тел и падает с увеличе- 
нием числа Рейнольдса, т. е. с увеличением скорости 9. 

При больших скоростях движения ограниченного тела размера: 
0 с характерной скоростью Uo, обладающего ограниченным по 
скорости деформации сдвиговым сопротивлением, O<0o(p, Т) при 
d->oo, при слабом возрастании сдвигового сопротивлепия а вместе 
с ростом давления в области больших давлений, (0/р)—0 при 
Poo, при условиях, которыми обычно обладают среды 


do do 00 
=- > 0, <0, 21.2). 
ap 20 —> г < (21.2) 


в уравнениях (21.1) А можно считать малым параметром, кото- 
рый в первом приближении можно положить равным нулю. 
В первом приближении в области больших скоростей и давлений 
среды ведут себя как идеальные жидкости или газы. Следова- 
тельно, их асимптотические уравнения состояния получаются при 
свободной энергии wp, диссипации w* и функциях состояния 


($ 13): 


y=(8, 7), o=in®, 


dp +sdT +-p d0—(6;,;0;,;—w") dt=0, (21.3). 
=, pa— 2B, в". (21.3°. 


Условию неотрицательности ш*>0 удовлетворяет пе только в:/= 
=00;;/0, нои (19.5), (19.6) 


oy et Oi (№, M)>0 
и др. ` 
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В инерциальных системах координат скорость относительного 
движения пе влияет на физические законы, поэтому, говоря 
о больших скоростях, падо иметь в виду, что скорость в некото- 
рой точке области движения принимаемой инерциальной системы 
равна нулю. Например, равна нулю скорость центра масс и т. п. 
Пусть vp — характерная большая скорость; это значит, что 


др Го. ) 
Up >> max =, —,... |. 
ne ( Уз 
Пусть ро — характерное большое давление 
Py > Max (в, pyvi/2, ... ). 
Пусть линейные размеры fy, fp, [, оценивают градиенты по модулю 


д др Ро do 
Ox Ox р’ | 


vo 


i 
и пусть девиатор Б; оценивается двучленом 


[БЫ — 0% -- ва о. 


Тогда по порядку величин уравнение (21.1) имеет вид: 


2 
[27 
0 1 
(1)  4(2) 2 
ly - Polp ~ Polo 
"Отсюда получаем оценки относительного веса УВ сравнительно 
с двумя первыми слагаемыми 


(@) +4) wt | ~0. (21.1’) 


hoe= (81) = A, op=(8)/(2) = 2 os 
а 


1 
Pov 5 Po 


ly 1 
== Rr 
Малость третьего и четвертого слагаемых сравнительно с (1) оп- 
ределяют малость, которую характеризует в (21.1) параметр 
А=1. 

Во всех движениях рассматриваемого типа справедлив закон 
плоских сечений [62], который демонстрируется на примере аэро- 
дипамики больших скоростей. Ввиду несимметрии координат xX 
Х (i=1, 2, 3) используются обозначения: ж=х, х2=у, хз=г. 

В результате анализа движения топких твердых тел с больши- 
ми сверхзвуковыми скоростями в различных твердых, жидких и 
газообразных средах обнаружено следующее общее свойство, наз- 
ванное законом плоских сечений: если вектор скорости какой-пи- 
будь точки правильного тела есть и если поперечные скорости 
других его точек порядка не более eU, то при установившемся и 


9 
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неустановившемся движениях тело вызывает в окружающей среде 
только поперечные возмущения, причем давление в любой точке 
поверхпости тела, рассчитанное согласно этому закопу, может от- 
личаться от истинного на величину порядка не больше 


ее) au 


по сравнению с единицей. 

Отсюда следует, что если перед телом двумя соседними парал- 
лельными плоскостями выделить плоский слой физических частиц 
среды, перпендикулярный вектору скорости U какой-нибудь точки 
тела, то при расчете давления с указанной степенью точиости сле- 
дует считать, что частицы среды будут совершать движения, па- 
раллельные плоскостям, так что плоскости для них будут как бы 
жесткими непроницаемыми стенками, 

Закон плоских сечений существенпо упрощает как постановку 
и решение задач сверхзвуковой аэродипамики, так и методы экс- 
периментального исследования движения тел. Поэтому воспроиз- 
ведем основные пункты доказательства этого закона, 

Рассмотрим сначала случаи устаповившегося движения тела и 
направим ось х по скорости потока, а оси у и = выберем в пер- 
пепдикулярной плоскости, считая систему коордииат неподвижной 
относительно тела. 

Косипус угла наклона пормали к поверхности тела с осью x 
обозначим 


COS (VX) == COS rp, (21.5) 
где в, следовательно, максимальный угол паклона нормали 
к плоскости (у, 2), a p — заданная функция координат на по- 


верхности тела. 
Тогда на поверхности тела скорости среды должны удовлет- 
ворять условию 


Vy COS (VY) --9, COS (уг) == ви, COS 1p. (21.6) 


Считая для общиости, что тело имеет в плоскости (у, =) соиз- 
меримые поперечные размеры, из (21.6) имеем следующие оценки 
скоростей па поверхиости тела: 


U, = U, = &,, (21.7) 


т. е. скорости частиц в поперечном паправлепии в = раз меньше 
скорости продольной. 

Здесь и в дальнейшем символ = означает, что величины од- 
ного порядка по модулю, а символ = — что одна из них либо 
того же порядка, либо меньше другой. 

Фроит ударной волны, вызываемой телом, движется относи- 
тельно пеподвижного газа со скоростью D, различной в разных 
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точках поверхности фроита, причем относительно тела он является 
неподвижным. 

Следовательно, косинус угла наклона нормали к поверхности 
фронта с осью х равен 


cos =, (21.8) 


где И — скорость движения тела. 
Условие сохранения массы, втекающей и вытекающей через 
площадку поверхности фронта волны, имеет вид 


т, = — yD =p, [о Cos (vx) + v, c0s (vy)-+ о, cos (v2), (21.9) 


а закоп сохранепия количества движения и импульсов дает урав- 
нения 


т, (U—0,) = (р — Po) COs (vx); 
т, (—0,)=(P1— Po) cos (vy); 


(21.10) 
т, (—v,) = (Pp, — ро) COS (vz), 
причем ро, ро — давление и плотность нпевозмущепного газа (пе- 
ред фроитом волны), а ри, р, — их значения сразу же за фроитом. 
К уравиениям (21.9) и (21.10) необходимо присоединить ус- 
ловие сохранепия энергии, которое в общем случае эквивалентно 
уравнению Гюгоньо: 


р + По+А—1 (o= Pr ). (21.11) 
Po #1 (#— По Ро 


Поскольку эптропия газа выражается через величину о: 


Pak ам ( \'= R р (21.12) 
в op \ fy k—1 Ест 


так что J;=0 при o=1, то для краткости величину о=ри/ро будем 
называть эитропией. 

Из (21.10) видно, что скорость частицы газа 9, относительно 
неподвижпого пространства, получаемая ею после прохождения 
фронта волны, направлена NO пормали к фронту и равна 


= = o—1) © 
Y= Pr — Po = 1 pi—Po ( 1) 0 (“= ро }№ (21.13) 
my D Po kD Po 
где со — скорость звука в невозмущенной среде. Следовательно, 


0,—U==v, cos (ух), Uy==U, с0$ (У), 9,==0, 608 (%2). (21.14) 
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Кроме того, умножая первое уравнение группы (21.10) на 
с0$ (ух), второе — на соз (уу), третьей — на cos(vz) и складывая, 
получим на основании (21.8) и (21.9) 


Diss м с? [| ее @—1]. (21.15) 
th P1 — Po | 2k 


Исключая из (21.15) с при помощи (21.13) и решая уравнение 
относительно О, находим 


ри + у ( —— ча (21.16) 


Отсюда имеем оценку порядка скорости ударной волны для 
любого ит: 


Р=с-- и. (21.17) 
Поскольку из (21.14) о:=0,=0, и в соответствии с (21.6) 
Я ==, = EU, (21.18) 
то для угла наклона ударной волны из (21.8) имеем 


Co ty 


1 
Poe +e. (21.19) 


cos (vx) = 
Из первого уравнения (21.14) теперь имеем оценку для ско- 
рости ох: 
u,-——-U = U (e?-+ e/M). (21.20) 
Граничное условие (21.6) теперь с точностью e?+e/M сравни- 
тельно с единицей следует записать в виде 
uy cos (vy) + 9, cos (уг) = Ue cos 1, (21.21) 
причем с точностью 2? 
cos? (vy) + cos? (vz) = 1, 
т. е. нормаль к поверхности можно в (21.21) заменить нормалью 
к контуру поперечного сечения, лежащей в плоскости (у, 2). 
Условие на фронте ударной волны, вытекающее из (21.14) и 
(21.13), с точностью до =2- 1/М? будет 
20 (6—1 
в  (k+1)o+k—1 


причем энтропия с выражается формулами (21.11) и (21.12) че- 
рез плотность и давление. 

Пусть а будет часть длины тела вдоль оси x, па которой 
cos(vx) изменяется на величину порядка в, причем @ соизмеримо 


= (21.22) 
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с длиной тела. Потребуем, чтобы поверхность тела была достл- 
точно гладкой, а именно 


д cos (vx) ase д cos (vx) = 1 9 с0$ (vx) ei. 
д 7 a a’ dz 
: 1 | д . aan | dcos(vy) > 1 (21.23) 
д cos (vy) = | cos (vy) = cos (vy < 
Ox a ду ea oz ea 


причем для cos(vz) требования так же, как для соз (уу), должны 
выполняться почти всюду. Тогда, дифференцируя (21.21) по про- 
дольной дуге $ 


д pen 9 Е вы 9 ду 
Sai tag 960 (Sx) +- ay cos (Sy) + a 008 (Sz) = rm +e a dy = вах 


и учитывая найденные оценки: Vy~vz~eU и (21.23), получим 


Se: eg Ee Pg ee OO, (21.24) 
ox oy Ox dz a 


Дифференцируя по поперечной дуге $, найдем 


‘ 
бб U (21.25) 
{oz ду а 


Точно так же можно дифференцировать соотношения (21.14) 
на фронте волны, причем из первого получим 


vx cara chee ee (21 26) 
Ox a M 
Остальные же оценки совпадут с уже найденными. 
Итак, из условия на поверхности тела и условий на фронте 
волны получились следующие согласованные оценки скоростей и 
их производных с точностью до =?- 1/M?: 


Ov, и [oe Е д, дих eU 
~ = = = > . 21.2 
ox a ( т М ). ду дг а eet) 
а ыы и 
Ox axa’ az ду ~ ae Ci 


Кроме того, не пренебрегая возможными вихрями, которые воз- 
никают на фронте ударной волны, имеем 


Ovy Oz д. _ 0% Ov, _ Oy (21.28) 
a ^ ду ax ди ax ° Г 


Покажем теперь, что из дифференциальных уравнений движе- 
ния газа вытекают. оценки, совпадающие и не противоречащие 
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данпым выше. Условие неизменяемости массы жидкой частицы 
можно записать в виде 
du 2 Ou, np д пр dln 
Sy By | Oe yy бе у те РО (21.29) 
Ox :! cz Ox 4 oy Oz 


Обозначим отношения производных давления р к производ- 
2. 
ным плотности р через с, Che Cz: 


op 2 др др 2 др др 2 ga (21.30) 


С. С. 
Ox ax’ ду ду 92 "д 


Тогда, очевидно, величины Cx, Cy, Cz будут порядка местной 
скорости звука частицы на фронте волны: 


kpy | 
te Coe Cas (== aH = D, 21.31 
Cy EC, = С, == Cy и т ( ) 


Уравнения движения теперь запишутся в виде 


Ou, , дих дх 2 дпр 
Uy FY, vu, = с : 
ay Te oy ey dz “Ox 
о, ти v, ae о, г с? one | 
yz у 
д he au 91 Chae 
Uz 2 Е: 2 0пр 
о, [о р 
Bog Е ar 


(1 ее ) ate. [1 и | ay . (: 0 | au, 
а z 
2] ox 2 | dy @ | a 
1 


co Oy с? Ox 7 д сё ди 

1 Ov. 1 du, 

+ —--+— —*}. 21.33 

ret (2 a x) (21.33) 
2 x 

Поскольку 

у и 1 

г и ee ATE aad 

с р (e+ ИМ) 


единицу в скобках первого слагаемого следует отбросить, соблю- 
Max точность =? -+ 1/M?. 

А это значит, что следует отбросить первое слагаемое в (21.29), 
т. е. с такой же степенью точности в уравнении сохранения мас- 
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сы считать Ux=U постояиной. Все остальные слагаемые в (21.33) 
будут одного порядка, а именно U/a. 

Таким образом, уравнение сохранения массы записывается в 
виде 


8p 9 me = 
U ss + Е. (p2,) 4 = (pv,) =0 (21.34) 


и означает, что масса газа, заключенная между двумя плоскостя- 
MH YZ, движущимися со скоростью 9, остается неизменной с точ- 
ностью e?+ 1/M? сравнительно с единицей, а следовательно, и дав- 
ление р определяется с такой же степенью точности только через 
перемещения частиц, параллельные осям у и 2. Отсюда вытекает 
также, что градиент давления вдоль оси х должен быть малым 
сравнительно с градиеитом по осям у и 2. И действительно, при- 
меняя оценки (21.27) к уравнениям (21.32), мы видим, что левая 
часть первого уравнения содержит величины порядка малости & + 
+ ИМ сравнительно с величинами второго и третьего уравнений. 

Оценки (21.28) позволяют найти интеграл уравнений (21.32) 
по порядку величин 


2 А= p/p + v; -. us, A=const. (21.35) 


Применяя это соотношение к границе тела и фронту ударной 
волны, на основании (21.31) и (21.17) получим 


v;—U? = (e? + ИМ?) U?, (21.36) 


откуда ясно, что оценки, вытекающие из всех основных уравнений, 

граничных условий и условий на фронте волны, совпадают и с точ- 

ностью =?-+ 1/М? определяются формулами (21.27) и (21.28). 
Второе и третье уравнения (21.32) теперь не зависят OT Ux: 


[2 ду +0, Ovy +0 ди, __ др 
Ox a * Oz ду ’ 

4 J (21.37) 
y 22 shin бу Or _ 00 
дх ди 2 dz dz 


Вместе с граничным условием (21.21) и условиями (21.13), 
(21.14) и (21.22) на фронте волны система уравнений (21.34) и 
(21.37) доказывает закон плоских сечений при установившемся 
движении. 

После того как найдены Uy, Vz, р, первое уравнение (21.32) 
позволяет найти скорость Ux в различных сечениях. Однако в этом 
уже нет никакой необходимости. 

Легко видеть, что в случае неустановившегося движения тела 
закон плоских сечений будет иметь место в том случае, если на 
пути порядка размера тела а его продольная скорость изменится 
на величину порядка не более =?И, а поперечные скорости будут 


258 Глава У. Среды co сложными свойствами 


порядка не более eU. Применительно к ракетам, снарядам и са- 
молетам при М?»| эти требования не накладывают ограничений 
на движение. Доказательство вытекает из того, что при движении 
тела через неподвижную в пространстве плоскость, перпендику- 
лярную оси xX, переход от установившегося движения к пеустано- 
вившемуся с точки зрения явлений, происходящих в этой плоско- 
CTH, эквивалентен замене одного тела «тонкости =» другим той же 
степени тонкости. 

Новая постановка задач сверхзвуковой аэродинамики. Необхо- 
димо теперь отвлечься от обычного эйлерова представления об 
обтекании тела потоком и рассмотреть явления, происходящие в 
неподвижной в пространстве плоскости Xo, выбранной при #=0 
У носика тела и перпендукулярной вектору скорости какой-нибудь 
точки тела в этот момент. При проникновении тела через эту плос- 
кость частицы газа получают движения, не выходящие из плос- 
кости хо. В момент времени # в плоскости хо будет находиться се- 
чение тела, расположенное на расстоянии &=И/оЁ от носика, причем 
Up есть скорость И при t=0. 

Уравнение контура фигуры f(y, 2, ¢), образуемой телом в 
плоскости хо, следовательно, известно. В случае неустановившего- 
ся движения снаряда, например, это будет расширяющаяся и пе- 
ремещающаяся окружность. Если снаряд имеет оперение, то на 
этой окружности в некоторый момент времени появятся сначала 
радиальные линии, которые затем будут развиваться и переме- 
щаться вместе с ней, ит. д. 

Обозначим индексами у, 2 и f частные производные функции 
]=Ку, 2, #). Направление нормали к контуру определяется на- 
правляющими косинусами: 


} te 
cos (vy) = у ‚ COs (vz) = ‚ (21.38) 
-И в+в tV PLP 


причем скорость расширения контура по нормали в любой точке 
будет 


о И (21.39) 
И рт 
Граничное условие, означающее непроницаемость контура: 
9, COS (vy) + 9, Cos (уг) ==и или U,f,+0,f,—=—f,. (21.40) 
Вокруг контура id в плоскости Xo будет распространяться удар- 
ная волна со скоростью D по нормали к фронту. В первое время 
контур фронта будет подобен контуру j. 


Если v; есть нормаль к фронту в плоскости хо, то условия на 
нем принимают вид 


$ 21. Динамика сверхзвуковых течений 259 


9у COS (12) —0, cos(v, у)=0, в=-^ 
0 


2,2 29 (o —1)? 
то =, (оф —1’ 


(21.41) 
fet ЕЕ р=ьу/1 4g EN ty , 
Po (k—1)o+k+1 2k 
Если через (Yo, 20) обозначим начальные координаты (при 
t=0) какой-нибудь частицы газа, то энтропия ее после прохожде- 


ния фронта ударной волны будет постоянна, так что G=O(Yo, 20), 
поэтому в любой точке плоскости Xo 


P___ Ро тет |. (21.42) 
pe kt (k-+l)o-+k—1 


Уравнения движения и сохранения массы можно написать ли- 
бо в координатах Эйлера, выбранных в плоскости хо, 


до. до» д» 1 op 
Но [о = — 
д: te ди + dz р oz’ 
Ow , Ovy д, 1 др 
— +0, + 4-0, + = -—— 21.43 
ot 4 ay +0, dz р oy’ ( ) 
ap , a д 
- v,)=0, 
a ду (Puy) ++ д: (р 2) 


либо в переменных Лагранжа (Yo, 20) 


0?у Oz op dz op 
Po Fa 8% д + ди ды’ 

oz ду др ди др 91.44 
Е 0% 02 + 9% ди’ о 


ду 9г Oy oz \ 
9% 9% zy a) 


В последнем случае текущие координаты частиц выражаются 
через компоненты их перемещений Uy, И 


Y=Yot Uy (Yo Zo» 1), 2=2- и, (Yor 2, t). (21.45) 
Можно доказать, что для тел типа крыла, оперения и рулей, 


поверхность которых простирается по осям х и у и удовлетворяет 
условиям 
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cos (vx > dcos (vx 9с0$ (vx) В 
te ne - не ye 
> (21.46) 
0 cos (v2) < 9 cos (vz) eng O cos (vz) = cos (vz) = & , 
92 дх ду а а 


скорость частиц газа вдоль оси 2 будет малой порядка = сравни- 
тельно с Uy и закон плоских сечений имеет место в направлении 
оси 2 с не меньшей, чем в направлении оси х, степенью точности. 
Граничное условие (21.40) принимает наиболее простой вид: 


0=0(1). (21.47) 


Условие на фронте ударной волны может быть записано в фор- 
ме 


2 o—l 
= yz Varnetiot 


причем выражения о, р!/ро и О остаются прежними (21.41), но энт- 
ропия уже может рассматриваться лишь как функция Yo, б=0 (50). 
Уравнения (21.43) сводятся к двум в форме Эйлера 


(21.48) 


Ovy Oy _ 1 4. АЕ о) =0 21.49 
т и р’ ду =, | ) 
или в форме Лагранжа 
OU a OP, me pe. 21.50 
Po ayy Rae ди ' ( , 


причем р ир по-прежнему связаны соотношением (21.42). 

Таким образом, задача расчета крыла при установившемся и 
неустановившемся движениях сведена к простейшей задаче о дви- 
жении поршня в трубе постоянного сечения, причем поршень дви- 
жется по заданному закону (21.47). Это значит, что если перед 
несущей поверхностью мысленно выделить столбик воздуха, пер- 
пендикулярный размаху и вектору скорости какой-нибудь точки по- 
верхности, то при разрезании его поверхностью частицы в нем со- 
вершают лишь продольные (вдоль оси у) движения. На краю раз- 
маха поверхности происходит нарушение теоремы о поршне, и газ 
перетекает с нижней поверхности на верхнюю. Это явление подчи- 
няется уравнениям (21.43). Однако с точностью 


ett 1/M? (21.51) 


сравнительно с единицей им можно пренебречь во всех TeX слу- 
чаях, когда отношение квадрата концевой хорды аз к удвоенной 
площади поверхности в плане порядка не больше e+ 1/М: 


fe Sept (21.52) 
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Действительно, площадь «треугольника», в котором произойдут 
указанные возмущения, при этом будет порядка не более (21.51) 
от площади F, и поэтому учет возмущений уже нецелесообразен. 
Однако даже и для квадратного в плане крыла (руля) пренебре- 
жение краевым эффектом дает ошибку порядка не более г сравни- 
тельно с единицей, т. е. порядка угла атаки в процентах от ра- 
диана. 

Мы переходим к некоторым приложениям закона плоских се- 
чений, к задачам, встречающимся в технике. 

Линеаризованная теория несущей поверхности. В тех случаях, 
когда при М?»1 параметр e=eU/co<1 оказывается все же малым 
за счет угла атаки или толщины профиля несущей поверхности, 
энтропию газа можно считать постоянной. 

Уравнение (21.50) вместе с условием 


== (2 )=1 +k LPO (21.53) 
Po Po Po 
если предполагать малость Uy/Co, имеет решение 

J ie 

но (1 Ё \, (21.54) 


где функция v(t) представляет закон движения поршня, т. е. CKO- 
рость, с которой в неподвижном столбике разрезающая его по- 
верхность сжимает газ; эта скорость для любой точки поверхности 
равна проекции вектора абсолютной скорости элемента поверхно- 
сти на нормаль к этому элементу. 

Поскольку согласно (21.54) 


ый fe(t- Yo ао) +1, 


ду re ду бо Со Co 


то из (21.50) и (21.53) получаем выражение давления 


рб 5 (1 № ). 
Ро бо \ Со 


и, в частности, на поверхности тела избыточное давление равно 


p—py=Ap=kp, — (21.55) 


Итак, избыточное давление на любой площадке поверхности 
согласно линеаризованной теории равно давлению в неподвижном 
воздухе, умноженному на показатель политропы & и умноженному 
на отношение нормальной составляющей вектора скорости этой 
площадки к скорости звука в невозмущенном воздухе. 


262 Глава У. Среды co сложными свойствами 


$ 22. ВЛИЯНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 


Во всех деформируемых и покоящихся средах в зависимости 
от их электромагнитных свойств наблюдаются более или менее 
сильные влияния электромагнитного поля на движение и макро- 
скопическое состояние сред и обратное влияние движения сред на 
электромагнитные поля. Объекты, реализующие макровзаимодей- 
ствие электромагнитного поля и среды, — это электрические заря- 
ды среды и проходящие в ней токи, и потому взаимодействия су- 
щественно различны в средах — проводниках, полупроводниках 
и диэлектриках. На скрепленный со средой электрический заряд 
объемной плотности рг’в электрическом поле напряженности Е’ в 
покое действует сила ре’Е’, которую он и передает единице объема 
среды; ток объемной плотности }, проходящий в той же точке 
среды, при наличии магнитного поля с вектором магнитной ин- 
дукции В” в этом случае (в покое) сообщает единице объема 
среды силу УЖ B’/c. 

Если тот же единичный объем среды движется со скоростью У 
относительно некоторой системы координат наблюдателя (эйлеро- 
во пространство}, то движение заряда представляет TOK ре’У; век- 


торы }, Е, В, ..., определенные в этом пространстве, отличаются 
от j’, Е’, B’, ... в той же физической точке среды, т. е. по их при- 
роде векторы электромагнитного поля }, Е, В, ... при переходе от 


неподвижной к подвижной системе координат преобразуются по 
особым законам, отличным от преобразований векторов, ранее рас- 
смотренных. Понятно, что все преобразования в системах коорди- 
нат (декартовых, криволинейных), неподвижных одна относитель- 
но другой, сохраняются для j, Е, В, ... такими же, как и для обыч- 
ных векторов и тензоров. Эти особенности электромагнитных по- 
лей связаны с различием физических законов классической меха- 
ники и теории относительности, определяемым параметром В=У/с 
(отношение скорости движения к скорости света). 

В классической механике, а следовательно, и в МСС все урав- 
нения ковариантны (не изменяются} относительно преобразований 
Галилея: если вместо некоторого пространства наблюдателя с ра- 
диус-вектором x выбрать другое (x’), совпадающее с иим при 
t=t) и движущееся поступательно с постоянной скоростью Vo, то 
для движущейся физической точки, определенной лагранжевой ко- 
ординатой х при {=4 и при Ё>®%, одинаковой в обоих простран- 
ствах (х’==х, так как х, по существу, есть «номер» точки), закон 
движения будет иметь вид 


t'=t, "=x'(x, Р)=х(х, t)—Vol. (22.1) 
Здесь очевидна тождественность отрезков времени dt’=dt и физи- 
ческих отрезков в обоих пространствах: 
Ox’ Re Ox 
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Уравнения электродинамики ковариантны относительно более 
общих преобразований Лоренца, при которых вместо сохранения 
времени и длины в трехмерном евклидовом пространстве 


dit=dt?, акта (22.1') 


сохраняется квадрат «длины» 454? в четырехмерном простран- 
стве — времени Минковского: 


Чак ара. (22.2) 


Опыт показал, что (22.2) совпадает с (22.1’) при В=Уо/с< 1. 

Скорости, обычно рассматриваемые в МСС, малы сравнитель- 
HO с с, даже если они порядка сотен и тысяч километров в секун- 
ду. Но учет электромагнитных сил и мощностей в МСС требует 
правильного выражения векторов электромагнитного поля. 

Инерциальной декартовой подвижной системой координат 
(ANC) в точке x=const (точка x пространства наблюдателя) в 
момент В назовем декартову систему, которая поступательно дви- 
жется с местной скоростью V(x, &) =У(х, &) в течение малого ин- 
тервала времени t}—Ati<ct,+ Al; окрестность точки х в этот пе- 
риод с точностью до малых высшего порядка (и поворотов) оста- 
ется «неподвижной» в ДПС. Местную систему координат, пепо- 
движную в пространстве наблюдателя и совпадающую в момент 
t=t, с ДПС, назовем ДЭС (декартова эйлерова система). ДПС 
иногда называют сопутствующей системой (относительно ДЭС 
она движется со скоростью v(x, #). Преобразование векторов 
электромагнитного поля от ДПС к ДЭС и называется преобразо- 
ванием этих векторов от лагранжевой системы к системе про- 
странства наблюдателя, от их значения в «покое» к значениям в 
системе наблюдателя. 

Электромагнитное поле в пустоте вполне характеризуется на- 
пряженностью Е электрического и напряженностью Н магнитного 
полей, иначе — электрическим Е и магнитным Н векторами, кото- 
рые удовлетворяют уравнениям Максвелла 


(22.3) 
rotH=+ 9. divE=0. 
с 9 

Из первой пары уравнений (22.3) получаем выражения Н, Е 
через векторный и скалярный потенциалы H=rot@, Е= 
=—c"ldg/dt+grad@. Полагая Фу ф=с-194/0 из оставшихся 
уравнений (22.3) находим волновые уравнения для потенциалов 
Pug: 


с?Аф=0?ф/0Р, c?Ap=dp/dt?, (22.4) 
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H3 НИХ следует, что в пустоте распространяются электромагнитные 
(Э-М) волны со скоростью света. Например, уравнения (22.4) 
имеют решение в виде бегущих волн $(5), Ф(б) =—Кф(&), C= 
=kx—ct, где К — постоянный вектор, ф(ё) — произвольный век- 
тор, причем НиЕ ортогональны и равны соответственно Н= 
=@' (5) Xk, E=q’—k(kq). 

Наиболее естественное для МСС представление о взаимодейст- 
вии сплошной среды с Э-М полем в духе идей статистической ме- 
ханики ($ 1, 2) дает электронная теория Лоренца, весьма непло- 
хо объясняющая множество Э-М эффектов в деформируемых 
средах (см. с. 269). 

В результате усреднения уравнений микрополя (22.26) возни- 
кают векторы электрической индукции О и магнитной индукции 
В, как бы уточняющие значения E и Н в вакууме за счет Pt М 
среды: 

2=Е+4лЯ, В=Н+4л.М, (22.5) 
они называются векторами электрической поляризации и намаг- 
ниченносги соответственно. В общем случае проводящих, поляри- 
зуемых и намагничивающихся сред уравнения Максвелла во всех 
системах координат имеют одипаковый ВИД 


rot Be OB divB=0, 
с ot 
(22.6) 
rotH=2% j; 1 divD=4zp, 
с c ot 


Здесь ]— объемная плотность возникающего в среде электриче- 
ского тока, ре — средняя плотность электрических зарядов. 

Система уравнений Максвелла (22.6) содержит лишь семь 
уравнепий, так как уравнение divB=0 является следствием пер- 
вого (векторпого) уравнения (22.6) при соответствующих началь- 
ных данных. Для неподвижных проводящих сред система уравне- 
ния (22.6) становится замкпутой, если известны функциональные 
зависимости векторов Я, M или электрической и магнитной ин- 
дукции О, В и тока j от напряженностей Е, Н электрического и 
магпитного полей: при некоторых начальных и граничных усло- 
виях векторы Е, Н, j вполне определяются. - 

Из (22.6) следует закоп сохранения заряда, выражение пото- 
ка ипдукции О через замкнутую поверхность и закон сохранения 
Э-М энергии в фиксированном объеме пространства наблюда- 
теля: 


te + div j=9, Jpnds—4x( p.av, 
5 у 


(22.7) 
ДЕ} dV= = Sn 4$. 


= (Ate w+((e OF +H OM 
at 8л J’ at at 


Vv 
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Здесь $ — вектор Умова-—Пойитинга потока Э-М энергии в про- 
странстве 


$=-^ ЕХН, (22.8) 
4n 


который выражает в (22.7) приток Э-М энергии в У через У. 

Соотношения (22.3) — (22.6) ковариантны (сохрапяют вид) от- 
посительно преобразований Лоренца, если все величины (Е, Н, 
О, В, р.) выражены в рассматриваемой системе координат. 

Векторы электромагнитного поля в местной мгновенной ДПС 
можно выразить через векторы в едином для всей среды про- 
странстве наблюдателя, т. е. в ДЭС. 

Отметим штрихом сверху все величины, определенные в ДПС, 
и во всех уравнениях (22.3) —(22.6) всем величинам припишем 
штрихи. Эти соотношения отражают ковариаитные соотношения 
электродинамики в пространстве—времени Минковского на трех- 
мерное пространство и время в системе ДПС, которая со ско- 
ростью v(x, f) движется относительно ДЭС. Без штрихов обозна- 
чим преобразованные к ДЭС величины. Тогда уравнения (22.3) — 
(22.6) сохраняют свой вид, так как они ковариантны относитель- 
но преобразований Лоренца. Преобразования векторов Е’, H’, 
О’, `В’, j/ и плотности р.’ приводим без доказательства [54]: 


yE=E’ — (1-7) (Е'5)$ + BB’ x6, (22.9) 
yH=H’ —(1—y) (HS) §—BD’ x&, (22.10) 


We=P,+B— J --ру=у—@—909% 221) 


re Be, ye ИГ, B=, 


Преобразования для О и В получаются из (22.9), (22.10) заме- 
ной ED, НВ, D--E, ВН. Выражения Е’, H’,... через Е, 
Н,... получаются из (22.9), (22.10) простым перенесением штри- 
хов в левые стороны и изменением зпака величины В. 

Простейшие материальные соотношения (как и уравнепия со- 
стояпия МСС) выражаются в ДПС для начально изотропных так- 
же в отпошении поляризации и намагничивания сред. Законы по- 
ляризации, намагничивания недеформирующейся среды и закои 
Ома в ДПС при этом имеют вид 


419’ —=(в—1) Е’ или О’= Е’, (22.12) 
4no.2'==(u—1)H’ или B’=pH’, (22.13) 
у=оЕ’. (22.14) 


Экспериментально определяемые для разных сред коэффициенты 
поляризации (=>1), магнитной проницаемости (в может быть 
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больше или меньше единицы) и проводимости (0) могут сущест- 
венно зависеть от плотности вещества (р) и температуры (Т). 
Для анизотропной среды коэффициенты e, и, o представляются 
симметричными матрицами второго ранга. Предположение о не- 
зависимости коэффициентов от Е”, H’, т. е. линейности этих свя- 
зей, лежит в основе классической электродинамики. Однако связь 
между A’ и Н’ для ферромагнетиков имеет малую область линей- 
ности и напоминает кривую растяжения с разгрузками образца в 
упругопластической области (рис. 20.1). Для вакуума г=1, и=1. 
После подстановки Е’, Н’,...,Г, ре’ в (22.12) — (22.14) получаем 
выражения материальных соотношений 


D=eE—f§ x (H— В), 
B=pH+f§x(E—pD), =, (22.15) 


j—f.v—= Е wD) =~ [E+ BExB—B*(EE) 8]. (22.16) 
—pe у 


В пространстве наблюдателя эти соотношения и дополняются к 
уравнениям (22.6); при заданной скорости движения различных 
точек среды v(x, [) и параметрах в, p, с внутри области опреде- 
ления система (22.6), (22.15), (22.16) для векторов Е, Н замк- 
нута. 

Отбрасывая в (22.15), (22.16) малые порядка В? сравнительно 
с единицей, получаем с большой точностью материальные соотно- 
щения в ДЭС в виде (22.12) — (22.14) при замене 


j/=j—e.v, 


E+E +E, D’->D+ , (22.17) 


Н’>Н— УХ в’ в УХЕ 
с ' о“ 


Здесь ре’, j/ — плотность заряда и тока в ДПС, т. е. в точке (x, 1) 
в системе, движущейся вместе с физической частицей среды. Как 
видим, в выражении закона Ома (22.17) при отсутствии собствен- 
ных зарядов (р. =0) слагаемое ре\у в выражении тока должно 
быть отброшено с ошибкой В? сравнительно с единицей. 

На единицу объема среды со стороны поля действует объем- 
ная сила pF, (пондеромоторная сила) и сообщается мощность Qo, 
имеющие в пространстве наблюдателя выражения 


oF, =pE-+— jxB—fa, Q,=jE+Qs; (22 18) 


действует также вектор-момент pM. Величины рМ,, №, Qa отра- 
жают специфические Э-М свойства среды. 
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Если материальные соотношения принять в виде (22.10) — 
(22.14), (22.17), считая и, в зависящими от координат (т. е. тем- 
пературы и плотности), то, обозначая =, Qa=Que, получим ве- 
личины fe, О», обращающиеся в ноль, если параметры e, и — ска- 
ляры и не зависят OT x, &, 


8D 8E 8B ён 
8nf D -H 
Ngee 6x 6x + ox a бх ' 
(22.19) 
aD OE ав дн 
8 = —D ЕН —В 
== В at a NS at’ 


где обозначен оператор 6/5x, который в декартовых координатах 
(репере е;) определяет для любых векторов А, С вектор 


8c ac \ ; 
$7 (AS) (22.19) 


Разность между полной мощностью Qs, сообщаемой полем еди- 
нице объема среды, и мощностью пондеромоторной силы pF;v при 
отбрасывании величины В?Н? сравнительно с Е? равна 

\ 1 /,, dD ав \ га 
A ,=oE (E+2 yn) + (pe +H“) “ep + Bm, 
о q po XH) + ( di ‘ a) a ee) 
(22.20 


где 4/4! — полная производная по времени. Это выражение полу- 
чается на основании (22.17) — (22.19) и тождества 


5с \ / ©. да a 
(A 8x А ( шов ми ae (29.21 


Первое слагаемое правой части (22.20) в ДПС равно оЕ” = = 


и следовательно, представляет джоулево тепло, возникающее за 
счет электрического сопротивления 1/0; второе — совершаемую 
полем работу; последнее представляет полный дифференциал и 
может быть отнесено к приращению внутренней энергии единицы 
объема. 

Необходимо отметить, что при преобразованиях Лоренца ско- 
рость у считается постоянной, преобразуются время, координаты 
и фуикции поля. Поэтому при подстановке (22.17) в уравнения 
Максвелла, в вычислениях (22.18), (22.20) скорость у, являю- 
щаяся функцией координат и времени, не должна дифференциро- 
ваться no x, t. Это относится ко всем дифференциальным операто- 
рам пад электромагнитными скалярами и векторами, содержащи- 
ми множители & или у. и 

Уравнения Максвелла (22.6) сохранят свой вид в ДПС, если в 
них внести значения (22.9), причем у и &=у/о не дифференциро- 
вать пох, f¢: 
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rot’E’= — 98 div’ BY 0; 
с of 


(22.22) 


й 1 aD’ 
rot! Ht = jr + 2 Е 
с ¢ 


‚ div’ D’=4xp;. 

Здесь rot’, div’ означают операторы, выраженные в ДПС. Опреде- 
ленную трудность вносит входящее в (22.22) местное время Г’, 3a- 
висящее от x, {. Строго говоря, некорректная замена O/Ot’ на 
0/yOt совпадает с Ё=Ёс точностью до малых порядка В? (#— уни- 
версальное время МСС); полное преобразование Лоренца от ДПС 
к ДЭС возвращает постановку задачи к пространству наблюда- 
теля. 

При малых объемных моментах OM, тензор напряжений сим- 
метричен. Уравнения движения и сохранения массы сплошной 
‘среды в эйлеровых координатах (10.16) 

уд до др . 
egy = —— e,-+ eX + div(ov)==0, (22.23 
pad Be) ae Oe а Pie ЗАТ 
или, соответственно, лагранжевых (10.11) содержат объемные си- 
лы рх и poX’ 


PX= Хх, -+ PF, Р.Х’ =X g + APF}. (22.24) 


Первые слагаемые — обычные заданные массовые силы (тяжести 
и др.), вторые же представляют пондеромоторные силы электро- 
магнитного поля. Например, вектор pF, дан формулами (22.18), 
и компоненты его в декартовых координатах эйлерова простран- 
ства имеют выражения через Е, Н 


OF! = OF ,e;= peEy “4 (jx B) — 


eat (E 2 р 48 oe h (22.25) 
8л oxt Oxi Oxt Oxé 

Для постановки и решения задач МСС с учетом Э-М поля су- 
щественно знание выражений объемных плотностей пондеромотор- 
ных силы рРь, момента М, и мощности Qs. Формулы (22.18) дают 
выражения главных частей силы (]ЖВ/с) и мощности (j-E). До- 
бавочные же члены в виде (22.19) отражают для Э-М-поляризуе- 
мых тел только влияние зависимости (р, &)-KOHCTAHT OT коорди- 
нат и времени, т. е., например от плотности и температуры; для 
этих эффектов имеются и другие формулы. 

Вопрос о выражении пондеромоторных сил (включая мощности, 
моменты, бимоменты и др.) в электродинамике сплошных движу- 
щихся и деформирующихся при этом тел в общем случае не ре- 
шсн. В МСС заслуживаст особого впимания подход с позиций 
электронной теории Лоренца. 

Э-М свойства вещества (среды) в электронной теории Лорен- 
ца представляются такими же, как если бы оно состояло только 
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из дискретных положительных и отрицательных зарядов плотно- 
CTH Oe, взаимодействующих между собой и создаваемым ими по- 
‚лем в вакууме. Электрический ток представляется только конвек- 
тивным и равен PeVe, где У — истинная скорость движения заряда. 

Истинное Э-М поле (e, №) такой системы удовлетворяет урав- 
нениям Максвелла 


rote=— 2h divh=C, 
сд 
(22.26) 
1 de 4 ‘ 
rot h—— —-+——,v,, dive=4np,. 
с at с 
На заряд ре в этом поле действует сила Лоренца: 
f= pee +—Pevexh. (22.27) 


Микромир зарядов ‘ре и токов PV в веществе образует слож- 
ную статистическую систему в пределах макрообъема среды dV, 
в макро бесконечно малом интервале времени 4#. Его рассматри- 
вают как систему Sy большого числа взаимодействующих частиц 
($1, 2), в которой пренебрегают усложнениями, связанными с 
квацтовомеханическими и релятивистскими эффектами. Усредне- 
ния соотношений (22.26), (22.27) по малым макрообъему dV u 
времени dt с учетом сложной системы точечных зарядов ре И то- 
ков реу представляют сложную задачу. Заряды могут образовы- 
вать диполи и мультиполи и при усреднении приводят к понятию 
вектора электрической поляризации Я. Круговые замкиутые токи 
вместе с ними приводят к понятию вектора магнитной поляриза- 
ции или намагниченности „М. 

Для релятивистски малых скоростей (B=v/c<1) в рамках 
классической статистической механики А. Эрингеном и JK. Можё 
на базе электронной теории Лоренца развита теория пондеромо- 
торных сил и мощностей [10; 11]. Каждый точечный заряд в дви- 
жущемся со скоростью v(x, t) с вихрем ®(х, #) лагранжевом ба- 
зисе (малом объеме dV) имеет переносную и относительную ско- 
рости; последняя состоит из регулярной составляющей под дей- 
ствием лоренцовой силы в поле, возникающем от всех зарядов, и 
нерегулярной (тепловой) от межчастичных взаимодействий. Дви- 
жение каждого заряда образует столь же сложный ток. Совокуп- 
ность зарядов в единице объема при осреднении дает плотность 
зарядов ре, плотность электрических диполей, квадриполей и т. д. 
Токи приводятся к магнитным диполям, их совокупность вместе с 
током реу приводит к определению плотности полного тока ] в 
(22.6). Аналогично, осредняя лоренцовы силы (22.27), действую- 
щие на все заряды в единице объема, их моменты гж®, и мощно- 
сти f.v,, получают плотности объемной силы #==рЕь‚, момента 
те = М, и мощности we)=Q,,. 
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Кажущаяся столь простой реализация схемы получения основ- 
ных для постановки задач МСС величин в действительности по- 
требовала существенных уточнений и сложных вычислений. Здесь 
приводим лишь общие идеи и некоторые результаты работы [11]. 

Пространство наблюдателя имеет координатную систему ДЭС, 
в ней записаны уравнения (22.26). Усредненные в указанном вы- 
ше смысле величины истинного Э-М поля обозначаются входящи- 
мив (22.6) символами 


(e)=E, (п) =В, (Pe)=Per (PeVe) =] (22.28) 


и потому усредненные уравнения Максвелла для микрополя co- 
впадают с (22.6). ДПС, сопутствующая физически ориентирован- 
ному ($ 10) реперу, движется относительно ДЭС со скоростью у, 
которую следует отличать от истинных скоростей Ve зарядов, вхо- 
дящих в (22.26); у есть средняя массовая скорость «частиц физи- 
ческого репера» ДПС относительно репера ДЭС; v-=v+Av.’, где 
Av.’ — истинная скорость заряда в ДПС. Учитывая вихрь в, ко- 
торый также представляет мгновенно некоторое макро-регуляр- 
ное вращение макрочастицы pdV, внутри которой и определены 
Ay.’, ясно, что можно выделить еще одно «переносное движение» 
со скоростью rX@ относительно центра масс частицы pdV; следо- 
вательно, 


xo-+ Ave, (22.29) 


причем теперь Av, в любой системе координат (ДПС):, имеющей 
данные уи ©, одинаково хаотически распределены в макрообъ- 
еме — времени (dV, dt). Если внести выражение скорости Ve 
(22.29) в уравнения (22.26), (22.27) и усредиять их, а также ток 
PeVe, Момент H мощность ре\е, FX fe, feVe, по (dV, dt), станут ясны- 
ми трудности вычисления выражений пондеромоторных сил через 
средние значения функций поля (22.28) и другие. 

Усредняя силу 1, (22.27) и мощность We=fev,, с учетом (22.28) 
убеждаемся интуитивно в правильности оценки главных состав- 
ляющих пондеромоторной силы pF,=<f.> и мощности Q,=<w,? в 
формулах (22.18). 

Учитывая, что по их определению векторы поляризации 9 и 
„И пропорциональны соответственно средиим значениям моментов 
зарядов и токов, можно предвидеть, что если Я и Я будут малы- 
ми, то и объемной плотностью. Э-М моментов можно пренебречь. 
В этом случае заключаем на основании условия (6.15), что тензор 
внутренних напряжений Коши будет симметричным. Это распро- 
страненное в МСС предположение. 

Э-М векторы Е, В при переходе от ДЭС к (ДПС), отмечаются 
двумя штрихами, преобразуются по формулам (22.17), в которых 
знак перехода (->) заменяется равенством (=). 

В окрестности движущейся частицы за малое время { декар- 
товы координаты ДЭС связаны с мгновенными декартовыми коор- 


У. =У 
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динатами в (ДПС), соотношениями, соответствующими формуле 
(22.29); при Ау, =0 из (22.29) вытекает выражение абсолютной 
скорости любой точки г физически ориентированного репера че- 
рез его поступательную скорость У и вихрь ®. 

Следовательно, (ДПС), отличается от ранее рассматривав- 
шейся ДПС учетом не только поступательного движения со ско- 
ростью у, но и вращения (вихря wm). В (ДПС), найдены соотно- 
шения 


Е" Е--- С°, вв 5, HB’ — on" =H "ХР 
с с 
(22.30) 


оо, р-р. 


Уравнения Максвелла (22.6) преобразуются в (ДПС), к другому 
виду 


rote” + В=0, divB=0, 
с 
(22.31) 


ыы 
rot B’—_ B=!" 


— I, divD= 4p, 
причем возник оператор, названный конвективной производной 
по {для векторов поля, обозначаемый (*), например, в 


B= +rot (EXv)--vdivE (22.32) 
и обозначены эффективные плотности заряда и тока 


= р, — ам &, Е + crot of”. (22.33) 


Отличие (22.31) от (22.6) можно объяснять тем, что система 
(ДПС), вращается относительно ДПС. 

В [11] приведена теорема: существуют тензор второго порядка 
{Рл) и вектор С, такие, что объемные плотности пондеромоторной 
силы pf? и момента Mm? выражаются формулами (i, j=1, 2, 3): 


3 э 96; 1 
tee: Gane -EXB, 
t= (E? + В? — 8 ло" В) 5; + 40 (P; E; —B Mi) -+ E;E; + B/B;; 


(22.34) 
m=Siptie—4n (PE; + Вой: — (Ej — Bolt). (22.35) 
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Как видно, новый электромагнитный тензор напряжений (№;:) со- 
стоит из симметричного 


E,E;-|-B;B;—-- (Е? | В? — Злой" В) 8; (22.35), 
8 


и несимметричного, зависящего от поляризаций, 
4л (P ;E; — Вю. (22.35)” 


Первый включает известный в электродинамике симметричный 
тензор Минковского. Э-М тензор (Рл) Може — Колле является 
новым, отличным от известных тензоров Минковского, Эйнштейна 
и Абрахама; по его построению он более точно отражает физику 
пондеромоторных сил для различных тел. 

Мощность, сообщаемая полем единице объема тела имеет вы- 
ражение 


©, = ву--пРо Ол, 
(22.36) 
Qua = РЕ" + E'P — Во. 
Приведем другое тождественное с (22.34) выражение пондер- 
моторной силы: 


pf ==4лр,Е” + can (jel 5.) ХВ -- (5? grad) Е" -| (В grad) oft”, (22.34)’ 
с 


Лсгко заметить, что в формулах (22.18) явно выписаны сла- 
гаемые, содержащиеся в (22.36), (22.34)'. 
Закон сохранения энергии имеет выражение 
, "ри je 
oU = tiyv;,;-|- УЕ" OE" ( 
`Р 


P) oM’B" —Q,,—divgq, (22.37) 


где 4 — вектор потока тепла; точка над функциями означает пол- 
ную производную по времени; функции поля с двумя штрихами 
должны быть выражены через основные в пространстве наблюда- 
теля по формулам (22.30); в произведениях их должны быть со- 
хранены слагаемые, линейные относительно U/c (т. е. В). 

Из выражений момента т? (22.35) ит (6.15) при m=m?=0 
получаем полные условия симметрии тензора напряжений Коши. 
Это будет, например, при коллинеарности векторов Е” и M.”B. 
Несимметрией тензора Коши можно пренебречь, если |т?| мал 
сравнительно с действующими в среде основными напряжениями, 
т. е. если тах | {2:;| «тах |0;|. 
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В диэлектриках, обладающих пьезоэлектрическими свойствами 
(у большинства кристаллов, в пьезокерамиках), наблюдаются ли- 
нейные связи между $5, 6, Е, D. Пренебрегая тепловыми и маг- 
нитными эффектами и считая,. что токи отсутствуют, а заряды 
сводятся только к диполям (следовательно, рь’=0), уравнения 
Максвелла для векторов 0’, Е’ rot E’=0, divD’=0 приведем к 
виду 


E’=gradqg, div D’=0. (22.38) 


Они представляют уравнения электростатики для потенциала @ 

При малых деформациях (р=ро), изотермических процессах, 
в предположении отсутствия потерь w*, 4 объемную плотность 
внутренией энергии рой=И следует считать функцией тензора де- 
формации и вектора поляризации 9’ или О’. Работа внутренних 
сил равна 


5'А=546 + E’aD’. (22.39) 
Из закона сохранения энергии | 
40(5, D’)=6’A (22 40) 
получаем 
ou ‘ ou 
= ое. 2.40)" 
a Е} Е (22.40) 


Ограничиваясь квадратичной формой в разложении И (6, 0’), 
учитывая для анизотропных тел выражение закона Гука, заклю- 
чаем, что ковариантность разложения требует существования еще 
двух групп констант вещества: двухиндексных — для сверток ком- 
понент вектора Е’ и трехиндексных — для сверток компонент :; 
и Е». В результате 


20 =E innit + Ei; DiDj + у ле. (22.41) 


При этом упругие модули обладают известной симметрией ($ 16) 
и второе слагаемое (22.41) представляет положительно опреде- 
ленную квадратичную форму с матрицей диэлектрической про- 
ницаемости (E%,;), также симметричной. 

2 Подставляя (22.41) в (22.40)’, находим уравнения связи $ с 
би D’, отражающие пьезоэлектрический эффект 


би/—= итп ти a Ei; Dir Dy=EnD} + Ея. (22.42) 


Следовательно, e=(E%,;) — матрица диэлектрической MpoHHae- 
мости; (Ерь) представляет пьезоэлектрические модули. Они сим- 
метричны по ij, Е; „=Ени, отличны от нуля у пьезокерамики, 
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пьезокварца и множества других кристаллов и обеспечивают су- 
ществование прямого и обратного пьезоэлектрических эффектов 
(если 6=0, то D’+0, и наоборот). 

Для малых деформаций, перемещений и скоростей движения 
диэлектриков системы уравнений механики 


Ou; 00;j 1 ( Ou; ди; ) 6 
=, by = [| —— . 22.43 
бе д,’ ЧТо Vox; ы Ox; ( ) 


электростатики (22.38) вместе с уравнениями состояния (22.42) 
представляют замкнутую систему четырех уравнений для вектора 
и (ш, i=1, 2, 3) и электрического потенциала ф, приводящуюся к 
виду 


Ou; ЗК. a ee. Вт 3 
Po ot* hike OxjOXp | Вуз дх;дхк 0 (=1,2, 3), 
к. ey ee, (22.43) 


OxjOXp Hl OxjOXp a 


Граничные условия для напряжений и перемещений, а также для 
потенциала @ могут быть взяты обычными в теории упругости и 
электростатике. Например, на всей поверхности У» тела можно 
задать любые изменяющиеся с частотой ® силы, а два изолиро- 
ванных ее участка Dj, Ly покрыть проводящей пленкой. Тогда с 
частотой ® на Dy, Lo будут возникать потенциалы $17фо, позво- 
ляющие получать ток. 

Ввиду отсутствия зарядов и слабости токов (020) в (22 43’) 
отброшены пондеромоторные силы. Оценку возникающего магнит- 
ного поля Н за счет слабой нестационарности Е’ и скорости дви- 
жения ди/0{ можно получить из неиспользованных уравнений 
(22.22) при уже найденных Е’, D’: 

‚ 
divB’=0, rot H’ =>, 
с at 
После этого можно дать оценку отброшенной в (22.43) пондеро- 
моторной силы. 

Другие электромагнитные эффекты получаются при иных пред- 
ставлениях внутренней энергии И в зависимости от E, Н и закона 
Ома для металлов и полупроводников различной структуры, на- 
пример представлениях ее в виде, подобном (22.41) при замене Е 
на Нит. д. Закон Ома для изотропных металлов и ряда монокри- 
сталлов, например, при переменном температурном поле имеет 
более точный вид 


1=5(Е-+@9), q=—A gradT, 


где с, Gr — скалярные константы или матрицы проводимости и 
термоэлектрических эффектов. 
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До сих пор не рассматривались электромагнитные граничные 
условия на границе двух различных сред; механические граничные 
условия кинематического типа не зависят от электромагнитного по- 
ля, динамические же иногда требуют в МСС поправок, связанных 
с тензором натяжения Максвелла [54], который отличен от нуля да- 
же в пустоте, что и говорит о малости этих полравок Электро- 
магнитные граничные условия должны быть согласованы с урав- 
нениями Максвелла и опытом. Например, во всех средах div B’= 
=0; выделяя около границы LY двух сред тонкий, охватывающий 
обе среды слой толщиной 6-0 и вычисляя интеграл 


0= \ aly Bdv =| В’пах =) (Вп — Вил) 4Х, 
Al х 


z 
находим условия Ha » с нормалью п 
А (В’п) == Byn—Bin=0, (22 44) 


т е нормальная составляющая вектора магнитной индукции на 
У непрерывна Аналогично из (22.6), (22.7) при конечных ре, 
Op-/Ot следуют два эквивалентных друг другу условия 


А(О’п)=0, А (р) =0, (22.45) 


причем для диэлектриков берется первое, для проводников — 
второе, а для их комбинации — любое из (22.45). Применяя фор- 
мулу Стокса к интегралу по части того же объема, опирающейся 
на малый элемент AX площади поверхности Х, ограниченной ма- 
лым контуром Al, от rot H и rot Е, на основании уравнений Макс- 
велла получим при некоторых несущественных ограничениях на 
9В/0#, 90/01, | условия непрерывности тангенциальных составляю- 
щих НиЕ: 

А(Н=0, АЕ), (22 46) 
где т — любой тангенциальный вектор на Х (тп=0). Как видим, 
за счет скачка нормальной составляющей векторов H’, Е’, j’, вы- 
текающего из (22.44), (22.45) и материальных уравнений (22.15), 
(22.16) или (22.12), (22 13), в ДПС 


А (H’n)= (= = 1) Hin, (22.47) 


OnE; . 
A (i'n) = (SE = 1) рп, 
Oy£2 
на границах сред могут возникать большие термомеханические и 
электромагнитные эффекты, например большие пондеромоторные 
силы и мощности и другие физические краевые эффекты 
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Возвращаясь к уравнениям (22 38), (22.42), (22.43) пьезоэлект- 
рических эффектов, используемых для получения токов с помощью 
пьезокерамик или других пьезоактивных тел, кроме обычных ме- 
ханических граничных (и начальным) условий на границе тела 
необходимо задание ф или производной от ф по какому-нибудь 
направлению. Если, например, на разделенных между собой частях 
поверхности УХ находятся проводники с потенциалами У,°=У (#) на 
=, u У? =— У (1) на Do и остальная часть окружена вакуумом (или 
воздухом), то вследствие большой диэлектрической проницаемо- 
сти тела 


ll€ll reno № ПЕЙ osm 


граничные условия (22.45), (22.46) принимают вид 


ф=-\У (0 на Diy Ze, 


: (22 48) 
D’n=Djn,;=0 вне 3), Zp 


Следовательно, при свободной от механической нагрузки по- 
верхности тела Х потенциал +V(¢t) вызывает деформации, а при 
переменной разности У(#) =Уззт ®Ё — колебания тела, особенно 
сильные в резонансных режимах. И наоборот, если слабыми ме- 
ханическими периодическими воздействиями на & возбуждать ре- 
зонансные колебания тела, то на обкладках Dj, Ly возникает зна- 
чительная разность потенциалов +Vosinwt, т. е в замыкающем 
21, Х› проводе возникает ток Такой преобразователь энергии ис- 
пользуется в пьезоэлектрической технике, например в пьезоэлект- 
рических приборах. 

Сильные термомеханические и электромагнитные эффекты воз- 
никают в телах-проводниках за счет периодических и импульсных 
магнитных полей и джоулева тепла. Они описываются приведен- 
ными выше уравнениями и граничными условиями и требуют рас- 
смотрения электромагнитных уравнений в теле и окружающей 
среде 

В магнитной гидродинамике обычно принимают, что термоди- 
намические функции и напряжения S не зависят от векторов О, 
В, считают явления поляризации и намагничивания отсутствую- 
щими, т, е предполагают p=e=l, и пренебрегают током смеще- 
ния. Уравнения Максвелла (226) принимают вид 


rot pa mt divH=0, 
ot 


с 


rot Н—-® j, divE=4np,, (22.49) 
с 
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а пондеромоторная сила pF; (22.18) 
oF,=pE++jxH (22.50) 
с 


называется силой Лоренца. 

В случае баротропных течений газа или жидкости, для кото- 
рых уравнение состояния имеет вид p=p(p), уравнения движения 
и сохранения массы 

dy 
2 + Btad PP) =F, +F,, 


(22.51) 


“e --pdivv—=0 (Р%=( =} 


совместно с (22.50), уравнениями Максвелла (22.49) и законом 
Ома (22.17) дают замкнутую систему пятнадцати уравнений от- 
носительно тринадцати функций у, р, Е, Н, j. 

При решении практических задач магнитной гидродинамики 
используют различные упрощенные системы уравнений. Ввиду ма- 
лости распределенных зарядов полагают pe=0. В ряде случаев, 
например для сильно ионизированных газов, можно считать так- 
же, что среда имеет бесконечную проводимость в. При этом упро- 
щения уравнений оказываются весьма существенными. Для бес- 
конечно проводящей среды из закона Ома (22.17) в силу копеч- 
ности плотности тока } получим ре=0, о=оо 


E=——|v x H], (22.52) 


а из второго уравнения (22.49) 


4“ j-=rot H. (22.53) 
с 


Уравнения Максвелла (22.3) и выражение силы (22.50) прини- 
мают вид 


Hh =rot [v x H], divH=0, 
pF =-LarotH x Н. (22.54) 


Отметим также, что для бесконечно проводящей среды джоулево 
тепло равно нулю. 

В полученную таким образом замкиутую систему (22.51), 
(22.54), кроме скорости У и плотности среды р, входит лишь одна 
векторная электромагнитная функция — напряженность магнит- 
ного поля Н. 


Глава VI 
МЕТОДЫ ТЕОРИИ РАЗМЕРНОСТЕЙ 
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Все уравнения МСС и граничные условия суть уравнения, свя- 
зывающие между собой различные размерные величины Qi, 
среди них — геометрические и механические: координаты и пере- 
мещения х, и=х—х, время [, скорость у, ускорение W, векторы 
базиса 9%, массовая F и поверхностная Р‘”) силы, напряжения фи- 
зические ог, компоненты тензора напряжений Sij, деформации гл, 
скорости деформаций уп, работа A, мощность R, кинетическая 
энергия К, различные механические константы среды — модуль 
упругости Е, коэффициент вязкости п и ряд других; термодинами- 
ческие: температура Т, количество тепла ©, тепловой поток 4, 
внутренняя и свободная энергия и, %p, энтропия $, рассеяние w*, 
коэффициенты теплоемкости с, теплопроводности A, расширения 
а ит. д. и величины В электромагнитной (Е, Н, В, О, ...) и дру- 
гой природы. 

Система единиц CGS достаточна для построения МСС (и всей 
физики) и содержит три независимых параметра: длину [ (санти- 
метр), массу m (грамм), время т (секунда). 

Размерности 


[(J=C, [m]=G, |] =5 (23.1) 


можно рассматривать как действительные числа, для которых 
определена коммутативная операция умножения и возведения в 
степень, т. е. определена группа величин @: (i=0, 1, 2, ...) при 
Qo=1, размерность которых [О;] равна 


[91=С\ 6$“, (23.2) 


причем Ai, wi, Vi — числа, называемые показателями размерности 
Qi. Любая величина Ос называется безразмерной, если \е=ие= 
=ve=0, т.е. [Qe] =1. Для группы Q; определена размерность про- 
изведения 


[2:Q]=[Q] [Д= Сан Ну 5 9. (23.3) 


В соответствии со свойствами всех уравнений МСС (вообще фи- 
зики) операция сложения двух величин, отличных от нуля, опре- 
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делена только для величин с одинаковыми показателями размер- 


ности, т. е. для однородных величин; из равенства 


Q+-Q=0 (23.4) 


1Q)=[Q), Was =e =, (23.5) 
Примеры размерных величин: координата x, перемещение и, 
длина | имеют размерность С: 
[x]=[uJ=[J=C (A=1, p=v=0), 
вектор скорости У, его компоненты в декартовой ортогональной си- 


стеме координат Ui=v!, скорость звука в воздухе со имеют раз- 
мерность 


следует 


[v]=[o:]=[¢]=CS™' (А=1, p=0, = — 1); 
физическое напряжение jj, энергия единицы объема №: 

[o,J=[W,]=C"'Gs? (А=Ь—1, p=1, = Ь— 2); 
массовая сила F, ускорение W, ускорение силы тяжести в: 

ПЕ [м] = [6] =С$—? (А=1, в=0, v= —2); 
объемная сила pF, удельный вес у: 

[РЕ] ==[=6С7?0$-? (А=—2, p=1, v=—2); 


кинетическая энергия К, потенциальная энергия И, количество 
тепла 6Q тела: 


[К] =] = [80] =0С26$? (А=2, p=1, v= —2); 
средняя «кинетическая» температура Tun => AT (T — в граду- 
сах Кельвина): 

[Тин] = [К] =0С26$—? (А=2, p=1, у=—2). 


Примеры сооотношений: кинематическое соотношение между 
x У, | 


‘=. [М] = [4] =08"* 


уравнения движения в декартовых координатах х 
dv 


—~p He 4 981 ох —0 
On ag et , 


[0 St |=[4|=ler =e as; 


Ox; 
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связь между внутренней энергией ри, свободной энергией рф, эн- 
тропией pS и температурой Т в единице объема в системе CGS 
для кинетических температур и энтропии 


3 2 
Т w= ee ЕТ, ss" 8 


имеет вид 
p (и—ф—5Т)=Р (и — ф — кин Г кин} =0, 


и потому 
[pu] =[o] = [зи] [Гы] = [2571] =С`'68-?-- [0:7], 
[p]=C°G, [uf =f] =[s,][7,J=CS”, 


и так как [7,]=C?GS~*, то [5,|=С?$`3[Т,] '=0“", т. е. энтропия $» 
в CGS имеет размерность единицы, деленной на массу. 

Преобразование масштаба единиц. Вместо базиса (системы 
единиц измерения) CGS с независимыми параметрами J, т, т при- 
меняется базис МК$ (как основной в международной системе 
СИ) с параметрами {м (метр), М» (килограмм-масса), Ts (секун- 
да), который отличается от CGS только масштабом основных па- 
раметров: 


Im =107°1, m,=10%m, t=. (23.6) 


Это значит, что времена совпадают, некоторая величина, имеющая 
Г единиц длины системы CGS, будет иметь („=0,01/ единиц длины 
системы MKS, масса, имеющая ™ единиц в CGS, будет иметь „= 
=0,00I1m единиц в MKS, Единица длины одного и того же отрез- 
ка ab в CGS равна 1/1, в MKS — 1/м и, следовательно, 


Ин, ть ит, Пе. 
Единица силы в системе МК $ — 1М (ньютон) =10° дин. 
Системы единиц, например ABD с тремя основными парамет- 
рами La, Тв, to, получающимися из CGS преобразованием мас- 
штаба основных параметров 


(y= Ql, ТВТ, Тр==е@зт, (23.7) 


ГДе G1, G2, аз — числа, образуют группу с преобразованием подо- 
бия, в которой сохраняются все определения и свойства системы 
CGS (23.1)— (23.5), если обозначить 


И]=А, [mg]=B, [to] =D. (23.8) 


$ 23. Основы теории размерностей и подобия 281 


Пусть данная размерная величина выражена через основные 
параметры CGS и ABD (№, kp — безразмерные величины): 


Q= @соз= мт, [9] = Сб“ 8%, 
1 CGS 1 


(23.9) 
9, = Олвь=тьчв, [Q]=AMBMD™. 


Внося сюда значения (23.7), получим выражение @› в системе 
CGS: 


(Qa)cos=Qi = Amit чт, 
В ооо", 
где & — безразмерный параметр. Так как /, т, т независимы, TO 


Ag= Ay, Pe=h, \=%,, А, (23.10) 


= мара“, 


Следовательно, в группе базисов с преобразованием подобия по- 
казатели размерности любой величины сохраняются. 

Преобразование структуры единиц базиса. Преобразования по- 
добия изменяют масштаб единиц, но не их структуру: длины ос- 
таются длинами, массы — массами, времена — временами, а сле- 
довательно, сохраняется физический смысл всех величин Q (23.9). 
Очевидно, что для представления размерностей физических вели- 
чин Q вместо базиса MKS (или другого из группы с преобразо- 
ванием подобия) можно взять любой трехпараметрический базис 
B,B,B3 с основными параметрами, получающийся, например, из 
МК$ преобразованием структуры: 


B= [bi] =M 8K ?S®, 
b= Om, 1-1, 2, 3, (23.11) 


где М0 — безразмерные 5$: — безразмерные числа, удовлет- 
воряющие условию взаимной однозначности базисов В!В.Вз и 
MKS. Логарифмируя (23.11), получим три уравнения для Ш, 
Inm, Int: 


ел 
о 
bj 


Si Ind -+ sj. Inm + $13 In t=In (i=1, 2, 3), (23.12) 


поскольку b; — независимые размерные единицы базиса Ву, Bo, Bs, 
0 
то 6:52, и потому базисы взаимно однозначны при условии 


Det (5:1) = [5/15 0. (23.13) 


10 А. А. Ильюшин 
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Базис B,B,B3 фиксированной структуры имеет группу преоб- 
разований подобия (масштаба единиц) 


bi=a,b; (i=1, 2, 3), 


при которых показатели структуры Si; неизменны. 
Базис CDS (сантиметр, длина, секунда) получается из CGS за- 
меной параметров /, m, т на 6,;=1, bo==F, b3=t, причем 


0 0 0 . 
b= bp = b3 = 84 ==. = Sg3—= 1; 


Зла S13 = Sq1 = Sga= 0; 
ее чо Ре 2 
5:1==1; 5з=—2; Е==Ийт_? дин. 


В MCC и в технике применяются различные базисы ВВ» В+, 
например, CK,S (сантиметр, килограмм-сила, секунда) с основ- 
ными параметрами J, P, т, получающимися из CDS преобразова- 
нием подобия @а=аз=|, 0@2=1,02.10-8, РА1,02.10-8 Е=0,102 М; 
точнее, ag=10-5/g, в=9,81... м/с?. 

Базис МК$ с тремя независимыми размерными параметрами 
1, т, т необходим и достаточен для всей теории МСС, но не во всех 
задачах является целесообразным. В теории деформаций необхо- 
дим и достаточен только М с длиной [, в кинематике — MS с | 
и т, в статике сред со склерономными свойствами — CKg ит. д. 

Но уже в геометрии вместо одного необходимого и достаточ- 
ного М с длиной [ в метрах бывает удобно ввести еще один (или 
несколько) независимый параметр — длину L с наименованием 
размерности Do, т. е. ввести базис независимых величин MD, с 
параметрами J, L, где Г, например, километры. Но при этом для 
построения геометрии тел, малые размеры которых измеряются 
в М, а большие — в независимых Ду, необходимо ввести еще один 
размерный параметр — константу структуры A с размерностью 


[J=MDz', A=10° SL 


см 


и написать закон /=AL. Однопараметрическая геометрия в базисе 
М и двухпараметрическая — в базисе Мо с законом /=^Г рав- 
ноправны. 

Введение абсолютной температуры Т в кельвинах (К) соотно- 
шением Т=2Ткин/ЗА также является примером расширения базиса 
MKS: вместо Ткин, имеющей размерность джоуля, введен незави- 
симый параметр ТК, и потому возник новый параметр — посто- 
янная Больцмана k=1,38- 10-23 Дж/К; поэтому энтропия единицы 
массы $, по условию Т5=Т»5к, имеет размерность квадрата скоро- 
сти, деленного на К. 

Международная система единиц СИ дополняет базис МК$ еди- 
ницами различной физической природы и в первую очередь едини- 
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цей силы электрического тока 1 ампер с обозначением А. Коротко 
система метр — килограмм — секунда — ампер обозначается 
МКСА. В СИ используются производные от МКСА единицы: 


мощности — ватт 1 Вт=1! Дж.с-!; 
заряда — кулон | 1 к=1 А.с; 
напряжения — паскаль 1 ПА=1 Н-м-2;. 
напряжения — вольт 1 B=1 ВтА-!; 
сопротивления — ом 1 Om=1 BA"! 


и другие с соответствующими переходными размерными коэффи- 
циентами. 

Изложение МСС, данное в гл. I—III, было возможно без при- 
влечения теории размерностей, оно исходило из того, что сущест- 
вует система сдиниц измерения, в которой алгебраические и функ- 
циональные операции над совокупностью физических величин раз- 
личной физической природы возможны. Каждая из систем CGS, 
МК$ и множество других с тремя базисными и размерными еди- 
ницами механики обеспечивают корректность теории. Это особен- 
но хорошо видно на материале $ 22, в котором отражаются взаи- 
модействия термомеханических и электромагнитных полей, и урав- 
нения (22.6) — (22.11) записаны в гауссовой (абсолютной) систе- 
ме единиц (CGS), Если с помощью двух универсальных констант 
20 8,85. 10-12, рол 1,255.10-6, гомо=с-? (cMS-! — скорость света) 
в них произвести замены E> У4лё, Е, D> У4л/ь D, Н- У4ль 
Н, B> V4njp. В, (р, i) > (9, Д/У 4a , то получим эти урав- 
нения в системе СИ, причем в (22.6) — (22.7) пропадут коэффи- 
циенты 4л ист ав (22.9) — (22.11) для D’, В’, j’ вместо в, p, o 
будут =0в, шой и 0/ (4 лево). 

Приведенные примеры показывают, что всякий минимально не- 
обходимый базис может быть расширен, т. е. введен базис с уве- 
личенным числом независимых параметров, и тогда возникают 
дополнительные зависимые. С другой стороны, примеры из кине- 
матики и статики показывают, что трехпараметрический базис в 
частных задачах может быть сужен. Таким образом, в зависимо- 
CTH от частной задачи МСС базис CGS или МК$А бывает целе- 
сообразно заменить другим, упрощающим решение задачи или ее 
формулировку. 


Пусть (9) — некоторый п-мерный полный базис для т раз- 
мерных физических величин Qi, Qo, ..., Ом, т. е. независимые ос- 
новные величины 41, 42, ..., Yn таковы, что: 1) всякая величина 
©; представима в базисе (9) в виде 

а; @“, а, ы 
= с ge”... а" (]=109,... т), (23.14) 


10* 
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где Cj, aij — параметры, не зависящие от 9:, причем величины, не 


зависящие OT Gi, называются безразмерными; а; (]=1, 2, ..., т, 
1=1,2,..., п) называются показателями размерности @;; 2) вся- 
кая безразмерная величина в группе ©; (/=1, 2, ..., т), обозна- 
чаемая J], может быть представлена в виде 
x, 
П=01 9... 9; (23.15) 


3) не существует, кроме тождественных, никаких соотношений 
между 


gi (=1,2,..., 9. 


Пусть существует соотношение между величинами Q;, папри- 
мер любое из уравнений МСС: 


H (Qu, Qa, ..., @»)=0. (23.16) 


л-теорема теории размерностей утверждает, `что соотношение 
(23.16) всегда может быть преобразовано к виду 


H, (Uy, Ц»... , Um—r)=0, (23.17) 


где г — ранг матрицы показателей размерности ©, т. е. матрицы 


Qy, 021... Om 
рад =] ба 998 ^^. а ||. (23.18) 
An Gen оды Onn 


Первая часть теоремы, по существу, состоит в том, что H(Q) мо- 
жет зависеть только от безразмерных комбинаций типа (23.15), 
и она очевидна, так как результат подстановки (23.14) в (23.16) 
в противном случае противоречил бы условию 3). Вторая часть 
утверждает, что число безразмерных П»ь, которые входят в 
(23.17), равно числу величин О; минус ранг матрицы llajll их по- 
казателей размерности. Простое доказательство сводится к под- 
становке (23.14) в (23.15), которая дает 

Пн бланка +. + бит ие Canter ante Е seh Omak 


q\ 


Е ” (23.19) 
С... Ст", 


откуда по определению безразмерных величин 2) следует равенст- 
во нулю всех показателей размерности IT: 


Уани=0 (=1,8,..., п). (23.20) 
f=! 
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По условию существования соотношения (23.16) отличные от ну- 
ля решения системы (23.20) существуют, т. е. ранг г матрицы 
(23.18) не равен нулю. Не изменяя общности, квадратную мат- 
рицу ранга гв (23.18) можно считать расположенной в левом 
верхнем углу. Так как ранг г равен числу линейно независимых 
уравнений в системе (23.20), то, решая первые г уравнений 


(23.20) относительно жи, ..., Хи, найдем 
т 
= у AnpXp (R=1, 2,... 1), (23.21) 
рег 
где Ар — отнесенные к определителю |aj| при (j, i=], 2, ..., г) 


его алгебраические дополнения, получаемые заменой столбца & по- 
казателями алр; остальные N—r уравнений (23.20) будут линейно 
зависимы с (23.21), т. е. будут их следствиями. Внося значения 
(23.21) в (23.15), получим для любого П при произвольных 
Ху, eee) Mm? 


ПП... Пит, (23.22) 
где обозначены независимые безразмерные параметры 
Ter = QQ... ОО, (k—r=1, 2,...m—n. (23.23 


Итак, только M—r безразмерных независимых IT; могут входить в 
уравнение (23.16), т. е. оно всегда приводимо к виду (23.17). 

Эта возможность, уменьшать число входящих в уравнения МСС 
параметров и используется для упрощения их на основе л-теоремы 
теории размерностей. 

Дополнение системы МКС единицей силы тока | А, следова- 
тельно, единицей заряда 1 Кл и т. д., улучшает ее для практи- 
ческого использования в смешанных задачах механики и электро- 
динамики. Килограмм и кулон в принципе равноправны, и полная 
система единиц МКС может быть заменена также полной МКлС; 
первая удобнее в механике, вторая — в электродинамике. Косвен- 
ное теоретическое основание, однако не столь принципиальное, 
усматривается в TOM, что при использовании (41, 92, 4з) = (М, К, С) 
в представлении (23.14) почти все механические величины Ге 
будут иметь целочисленные показатели размерности (ал, Gj2, @;з), 
но почти все 9— дробные показатели. Обратные свойства воз- 
никнут на основе системы (41, 42, 9з)эл= (М, Кл, С). Ho этот де- 
фект исчезнет в четырехмерном базисе (91, 4», 93, 9) = (М, К, С, 
А) или (М, К, С, Кл): все соответствующие показатели размер- 
ностей станут целочисленными. 

Безразмерные параметры и подобие. Пусть некоторая краевая 
задача МСС, которую обозначим (К), определяется размерными 
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параметрами @1,..., О», между которыми существуют соотноше- 
НИЯ 
Ну (Ч, +--+, Qn)=0, 5=1,2,..., М, (23.24) 


и пусть все О; состоят из размерных параметров-констант 
с, ...См»„ параметров — независимых переменных %1,..., Хм,, 
параметров — известных функций #1 (%)... Гм, (*) и параметров — 
искомых функций 9; ... Pvg так что М№-М№М.-М--Мо=т; со- 
гласно (23.24) последние есть функции Ci, Xj, подлежащие опреде- 
лению; размерности всех Ci, Xj, |, Pe в некотором заранее выбран- 
ном базисе 41, ..., Gn предполагаются известными. 

Найдем согласно (23.23) все независимые безразмерные пара- 
метры П» (#=1,2,..., m—r) из Орт. е. из (с, x, f, $); после это- 
го, пользуясь (23.22), т. е. подбирая числа Xr41...%m, найдем все 
независимые между собой безразмерные постоянные параметры 
задачи (К), которые обозначим А» (а=1, 2,..., Mc): 

(П).=(Кь, В», ... Ки); (23.25) 
затем аналогично найдем независимые безразмерные П для груп- 
пы (Ci, x;), которые назовем безразмерными переменными за- 


дачи (К): 
(ex= (Yas Yar «++ Уп». (23.26) 


Наконец, найдем таким же путем все независимые безразмерные 
функции для групи (ci, хь fr), (Ci, Xi, р, Qe)? 


(Merp=(F 1, igi nee 4 F 1); 
Mcrtg= (M1, Ф,, snes Фи). 


Из (П)с»„ путем подстановки в (23.22) вместо П!...Пя-/ и под- 
бора (%r41...%m) могут получаться безразмерные постоянные, но 
они будут зависимыми от (I1)c; аналогично из (П)ехг могут по- 
лучаться зависимые oT (П)еи (П)сх и из (П)сх» — зависимые OT 
(П)с, (П)с», (I) cxf. Основной группой независимых безразмерных 
переменных (П)х назовем те из (П)сх, по отношению к которым 
группа (П)х является независимой. Аналогично основной груп- 
пой независимых безразмерных функций (Il); назовем те из 
(П)с», по отношению к которым (П)си (П)х являются независи- 
мыми. Аналогично построим группу (П);. Подчеркнем, что неза- 
висимость означает, что при подстановке вместо Пи, Ie, ..., Пи 
параметров рассматриваемой независимой группы нельзя найти 
ЧИСел %/+1,..., Хт, таких, чтобы получился параметр предыдущей 
независимой группы. При таком отборе основных групп очевид- 
HO, ЧТО все независимые безразмерные параметры задачи (К) 
будут учтены, все уравнения (23.24) приведутся к виду 


Нз(Ф, F, у, R)=0, (23.28) 


(23.27) 
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и их решения будут иметь вид 
O=h(F, у, К), (23.29) 


где Ф — любая из Dy; Я, у — все Fi, yj; Е — все Rj. Здесь h — 
некоторый оператор по переменным (П)х. 

Если две краевые задачи (К)м и (K)n таковы, что числа R 
тождественно совпадают, переменные у, Я имеют одинаковую об- 
ласть изменения и совпадают и уравнения (23.28), т. е. операто- 
ры Нь, совпадают, то безразмерные решения (23.29) будут оди- 
наковыми; одна из таких задач — (К)и — и называется задачей 
натуры, другая — (К)м — задачей модели. Безразмерные посто- 
янные R называются параметрами подобия, сами явления в (К)н 
и (К)м — подобными. 

Выяснение параметров А, независимых систем параметров у, 
F, Ф и приведение уравнений (23.24) к виду (23.28) называют 
иногда ревизионным анализом задачи (К). Как видим, в матема- 
тическом отношении это чисто алгебраический анализ теории 
размерностей, основанный на построении параметров (23.23). Он 
выясняет критерии подобия и приводит задачу к безразмерному 
виду, т. е. упрощает задачу, так как исключает несущественные 
параметры. При числовых расчетах и решениях задач на ЭВМ он 
существенно сокращает вычислительные работы. 


$ 24. ПРИМЕРЫ РЕВИЗИОННОГО АНАЛИЗА 
И НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ 


Рассмотрим некоторый класс изотермических задач МСС в де- 
картовых эйлеровых координатах (хи, Xo, Хз). Уравнения движения 


д: 
Ox; 


)=oF, OB cee OE (24.1) 
Ox; 


90; 
uv, 
в т“ Ox; 


содержат размерные величины х, К, У, р, р, оу и Е. Уравнение co- 
хранения массы 
др д 
Pt (ро) =0 24.2 
aes = (ру; (24.2) 


не вводит новых величин; закон связи между напряжениями и де- 
формациями 


р=Р (©, дет ie (24.3) 


вии (0, tes ) (24.4) 
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где скобками отмечены некоторые известные операторы по вре- 
мени от указанных аргументов, делает систему уравнений МСС 
замкнутой. Пусть по начальным и граничным условиям некоторой 
задачи определены в системе МКС постоянный линейный размер 
10 (размер границы области тела и т. п.), постоянное время & (пе- 
риод колебания части границы, период изменения внешней на- 
грузки и т. п.), постоянная скорость Up м/с и две постоянные, име- 
ющие размерность напряжения, ро и Oo (давление на границе, ам- 
плитуда действующего внешнего напряжения и т. п.). Характер- 
ное постоянное значение известной массовой силы обозначим Qo, 
начальное или другое известное значение искомой величины плот. 
ности — ро. Начальными и граничными условиями, возможно, 
заданы и другие постоянные, но мы ограничимся здесь клас- 
сом задач, в которых заданы только перечисленные постоянные 
или еще другие, одинаковые с ними по размерностям. 

Перечисленные семь постоянных Io, fo, Uo, Zo, ро, So, Po в трех- 
мерном базисе, очевидно, образуют только четыре основных по- 
стоянных безразмерных параметра 


В =. Е. Р-Я. (24.5) 


2° 


остальные (если заданы еще fy, 4, U1, Bi, ри, 61) обозначим одной 
буквой А’ (Е =, К =, ..., Ro=04/0). Независимые пере- 
менные X;, Xo, хз и Ё имеют размерности С и М, и потому группа 
основных независимых переменных (П)с» состоит из четырсх: 


==, w=t=+t, i=1, 2, 3; (24.6) 
0 to 
группа (П)с»г — из трех: Fi=Fi/goW нескольких граничных. Иско- 


мые функции р, р, у, oi; образуют два скаляра, один вектор и один 
девиатор 


Yi 


(24.7) 


Внося значения xi, t wp, р, би; из (24.6) и (24.7) в (24.1) и (24.2), 
учитывая (24.5), получим безразмерные уравнения 


де! ‚д 1 * 1 др 1 95; 

R, — +0; —- =— p*F; — P-4-R 1 

* д Е av; Re ‘ 3 р* xp Ox; | 
д а (24.8) 


$ 24. Примеры ревизионного анализа и некоторые задачи 289 


Из (24.3), (24.4), (24.7) следует, что операторы P, 5;; должны 
иметь размерность ро и Oo; но это — характеристики свойств ве- 
щества, а не краевой задачи, и потому они не могут зависеть от 
перечисленных выше постоянных Lo, fo, Uo, Zo, Po, Po, бо. Эти опе- 
раторы имеют свои размерные постоянные структуры Р., в. с 
размерностью Па, т. е они имеют вид 


p=PP,'(p, 2), ино, (р, 2%), (24.9) 
Oxn ° Эхп 
где Pt Si; j*-— безразмерные операторы по размерному Ё от раз- 


мерных параметров. Но такие зависимости возможны только при 
условии, что вещество характеризуется еще по крайней мере дву- 
мя физическими постоянными: плотностью Ps и временем fs или 
Ps и ws, имеющей размерность Нс/м?, или другой парой незави- 
симых постоянных, таких, что вместе с Ps или Os они составляют 
трехмерный базис, получающийся из МКС преобразованием струк- 
туры. Такой базис позволяет построить константы fs, Ps, из. Тогда 


из них и функций р, "- можно построить безразмерные пере- 


Xn 
менные и функции 
Гор. О Po pts 1 Gm 1890 бет. 
ts ts’ Ps Os ene OXxn bo ox, , 


Hs от — bso Win 
0$ OXn Oslg дл", 


t 
Операторы Ри Sij*, следовательно, обязательно имеют вид 
1 Ou", (п ,х*) 


= } Sij = 81, (. ..). 
Le (24.10) 


Р.Р" | qi, x’), 
‘ ‘(Gee ) Re м 


где обозначены 


Rat, Rate ре, (24.11) 


Po [50 1500 90 


причем в (24.10) могут входить еще и другие безразмерные физи- 
ческие постоянные; параметр А; возникает из равенства 0901 =05Sij- 

Система уравнений (24.8), (24.10) представляет безразмерный 
вид уравнений (24.1), (24.2), а, (24.4); вместе с граничными 
условиями, которые при использовании констант Io, fo, Uo, Zo, ро, 
Po, Os, Oo и параметров (24.5) станут безразмерными, они опре- 
деляют задачу (К). 
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Решение рассматриваемого класса задач имеет вид 

=p,p" (2", х", Е*, К, ..., Ra Rs, Rev Ю)), 

и, aa ыы (24.12) 
р=рьР* (...), ==, (...), Fis == 999i; (...). 


Скобки (...) содержат перечисленные для 0* аргументы и (при 
F*=const) р", P*, uj, 0;— некоторые их функции. 

1. Тяжелая несжимаемая идеальная жидкость (5 14): р=ри= 
=ps=const, %=0, os=0, давление р=Р.Р* неопределенно и являет- 
ся искомой функцией (x*, {*). Заданы постоянные fo, Lo, Vo, Lo, Po. 
Параметры подобия (24.5), (24.11) сводятся к 

1 % Po 
R=— К, = ‚ = : (24.13) 


1-е ? 


Uolo бо роб 


Ro называется параметром Фруда. Давление в любой точке x в 
момент Е в воде равно PoPe 


2 х #. 
p= Rei, (=, =i Ry Re R,). (24.14) 
0 0 
Если движение установившееся (№ He задано), имеется свободная 
поверхность и задано только давление на ней p;=0, TO ро не за- 


дано, и остается взять ро=роб оо, следовательно КоЁз=1. При этом 
х 


в (24.14) Ф,—Ф, (=, В, 

2. Невесомый идеальный баротропный газ ($ 14): движение 
установившееся: Zo=0, Go=0, о«=из=0; заданы Ps, Ps (следова- 
тельно, энтропия); уравнения (24.4) дают 

~ Y Po \ МУ 

0—0, p= =| р =? (eng ; 

ti p=p. (= Por=Ps(—) 
заданные размерные постоянные 1, Up, Por Por CO=VPo/Po (со 
скорость звука ири давлении ро). Постоянные параметры (245), 
(24.11), отличные от 0, со: 


= бам, ==, R=, (24 15) 
VR; Co Po 

где Ca — параметр Коши, обозначаемый часто через Мо и пазы- 
ваемый числом Маха при р=ро. Истечение газа через сопло Ла- 
валя (коническую расширяющуюся трубу с минимальным диа- 
метром 4=1) из большой емкости, в которой P=Ps, р=р‹, в возду- 
xe, где давление ро, плотность ро, определяется скоростью V= 
=00у* и давлением р=рор*: 


ve (= Ps м,), por (=, = : My). (24.16) 


fo’ Po ‘ о 
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3. Вязкая невесомая (2,=0) несжимаемая жидкость ($ 15) 
при установившемся движении в ней тела со скоростью Up; коэф- 
фициент вязкости жидкости и=уз, плотность р=ро, характерный 
размер тела fo, Соотношения (24.3), (24.4) 


ра Ou; 95} 
р— неопределенно, в;,/=Ш (= +-— 
Oxy д 


приводятся к виду (24.9), (24.10) 


~ до; до’ 
в, — + |) о... 


ax} Ox} Ig 


Параметры (24.5), (24.11) сводятся к R3, Ка, Е: или к независи- 
MBIM 


Rs Po : 1 Polovo 100 Re, (24. 17) 
Pov? RR, ь v 


поскольку oo не задано (К, Ry по отдельности неопределенны). 
Решение этих задач имеет вид 


* ~ [LU . 
9—0, P=PoPys "ты Sy, 
0 


ея), rae (Em a) 


Si= Si; ( го Ке, Ry), (24.18) 


Re называется числом Рейнольдса и вместе с Юз, зависящим от 
давления на границе области течения, определяет структуру по- 
тока. Сила сопротивления тела получится интегрированием по по- 
верхности тела проекции Gi; на направление скорости тела, т. е. 
будет равна 


P ==ери Е ср, 
c=c(Re, К), с, ==с, (Ве, Ry). (24.19) 


При медленных движениях 9—0 второе слагаемое выражения 9 
исчезнет, первое при Ке-»0, Кз—со будет линейной функцией Vo, 
коэффициент с будет постоянным. Для шара (например, капли 
росы) P=cpvolo, lo=d, с=бл. 

4. Идеально упругое изотропное твердое тело в равновесии 
($ 16, 17). Характерные константы тела — размер 1, плотность 
ро=рз, модуль объемной упругости ps=K Па, модуль сдвига 
G Па (os=2G); внешние нагрузки: объемная сила pF характери- 
зуется удельным весом ро, поверхностная — распределенной 
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Oo Па и сосредоточенной Ao Н; перемещение границы характе- 
ризуется постоянной ш м. Операторы P*, S;;* — просто функции 
тензора деформаций 
PP=P* (=), Зи=5 (ея), 
(24.20) 
бит. Оби, a 
Эхп дхт OXm Xn 


2& mn nee ’ 
rae Xi, Xe, Хз — лагранжевы (при #=0 декартовы) координаты TO- 
чек тела, связанные с вектором скорости У соотношением 


2k v(x, t), x=x-+u(x, 1), 


9 
(24.21) 


t=0, и=0. 


Время ¢ — вспомогательный параметр, константы fo, Up не заданы. 
Из группы (24.5) и (24.11) и данных К, G, Po находим безразмер- 
ные параметры 
Po Pofolo ry Uy 2G 1—2v 
r n= r= n=, и = 5 
А OE agit 8 ree ВЗК У 
(24.22) 


Первые чстыре характеризуют степени деформации от силы Po, 
от веса, от Oo и от перемещения Uo, пятое выражается через ко- 
эффициент Пуассона тела у. Перемещения и напряжения в любой 
точке тела выражаются функциями 


ши (Ty ть eee в). y= 2G0H (FR, п, vans ts), (24.28) 


о 


а при малых деформациях — линейными функциями Г» (155): 


шт Утв (1 v), ви=26 Ул". (1, у). (4.24) 
1 =} 


Если геометрически подобно уменьшить все размеры тела в № 
раз, сохраняя неизменными конфигурацию нагрузок на поверхно- 
сти и константы материала (С, у), то подобие будет соблюдаться, 
т. е. ш*, си* будут одинаковыми в точках х/, если роб, Uo/lo, 
Oo останутся без изменения, т. е. если Ao уменьшается в № раз, 
удельный вес уо=робо увеличится BN раз, заданное перемещение 
и уменьшится в N раз. Такое моделирование реализуется на 
центрифугах. 

5. Динамика сред, обладающих склерономными свойствами 
($ 14, 16, 17, 20) в отношении задаваемых внешних констант, от- 
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личается от п. 4 заданием характерного времени fo (или часто- 
ты ®o) действия нагрузки и скорости Uo какой-то части среды. 
В отношении свойств среды существенное отличие в том, что за- 
дана плотность ро=рз и известно, что операторы Р* и 5;:;* — функ- 
ции вп или функционалы функций emn ПО инвариантному парамет- 
ру, составленному из них же (например, по гиг). Константы К, 
С, у остаются и, может быть, дополняются еще группой К’, С’, 
v’ той же размерности. Возникают, следовательно, дополнитель- 
ные постоянные параметры вещества — одна, две (или больше) 
скорости звука: 


Иа в 

oe A ge yl 24.25 

? у Зро - у Po ( ) 
Безразмерные параметры г, ..., 5 (2422) дополняются динами- 
ческими 

ly 1909 Uo 
r - г =M,. 24.26 
Hae ие = М, (24.26) 


Решение задач сохраняет вид (2423), но в число аргументов 
и, 0, войдут еще переменная Ct/lo и постоянные fe и г 
(24 26). В линейной динамической теории упругости сохранятся 
выражения (24.24), но сумма будет по пяти fn (п=1, 2, 3, 4, 7) и 
функции ф будут иметь аргументы 


Ф=Ф Гы ft v). (24.27) 
ly lo 


Моделирование динамических явлений на центрифугах уже не- 
возможно, так как кориолисовы ускорения будут вносить искаже- 
ния. Для моделирования динамики геометрически подобных обла- 
стей сред созданы линейные механические ускорители. Уменьшая 
линейный размер /) натуры в М раз, при неизменных свойствах 
материала необходимо соблюдение постоянства бо, Pills, PoSolo» 
U/l, и еще из (24.26) сохранение 9% и lowo=ly/to; в дополнение к 
условиям п 4 необходимо задавать одинаковыми скорости Uo и 
в N раз увеличивать частоту Wo (или уменьшать время приложе- 
ния нагрузки fo). На рис. 24.1 показан результат испытания Ha 
ускорителе 1000 go (М=1000) небольшого бетонного блока на за- 
глубленный взрыв заряда О около одного грамма тротила. 

Блок имел размер L около 20 см, глубина заложения заряда 
около 6 см Образовавшаяся после взрыва на линейном ускори- 
теле полость диаметром @ около 4 см He вскрылась. Если увели- 
чить линейный масштаб в №М=103, то получим для натуры Lo~ 
~0,2 км, 4y>~60 м, dy>~40 м, причем необходимый заряд Qo= 
=N8Q — 1000 тонн. 
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6. Примеры решения задач МСС или их упрощения, получае- 
мые на основе л-теоремы ($14, 18, п. 2). 

а) Внедрение жесткого конуса с постоянной скоростью 9 в 
идеально пластическое несжимаемое невесомое полупространст- 
во. Даны плотность среды р, предел текучести os, угол раствора 
конуса а. Вместо времени # примем за 
независимую переменную глубину по- 
гружения h=vt. Найдем площадь кон- 
такта $ и силу сопротивления Я. Полная 
группа бсзразмерных параметров: по- 
стоянные сводятся к двум Os/pv? и а; 
переменных нет; искомые Ф,=Я/ри?4?, 
Ф.=5/й?. Согласно л-теореме @,, Фо 3a- 
висят только OT Os/pv?, т. е. получаем 


формулы 


P=pr'h*D, en а), s=A0, ( o 
yu" 


a a) 
pu? 


{=e 
YU (24.28) 
72777 функции ©), OD. можно найти теоретиче- 
ЕК ски и из опытов. Для идеальной жидкости 


o;=0, и потому Фи, De постоянны (зави- 


Рис. 24.1 сят от а). 
6) Сосредоточенная сила P статиче- 


ски действует на границу упругого 
полупространства по нормали ($ 15); найти перемещение и 
и напряжения о; в любой точке M(r, $) среды, где г, ф — 
сферические координаты любой точки относительно точки прило- 
жения силы, ф — широта. Безразмерные: одна постоянная у; две 
переменных ф, A/2Gr?; функции Ф.=и/г, Фу=о!/20. Следователь- 
но, 


= 
urd, (=. Ф, у 0y=260,, (57, ф, v). (24.29) 


Но при малых деформациях и и oy зависят от Я линейно, следо- 
вательно, зависимость решения от г найдена явно: 


Ви oF. 
net a Oe a ee 
oj = Ot, (Ф, ¥). (24.30) 


Вектор Ф (ф, у) находится из дифференциального уравнения Ляме 
(16.10) при po=0, В=0, которое приводится к обыкновенному ли- 
нейному уравнению второго порядка. 
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в) Ударная волна в полубесконечной цилиндрической трубе с 
осью x ($ 13). Покоящийся газ с плотностью ру, давлением pi, 
показателем политропы ‘у находится справа (x>0) от сечения 
х=0, в котором расположен поршень, начинающий двигаться в 
момент #=0 вдоль оси с постоянной скоростью Uo. Найти давление 
на поршень и движение газа, считая состояние его не зависящим 
от поперечных координат. Заданные константы определяют ско- 
рость звука в невозмущенном газе Co=V Ури: ($ 13); независи- 
мые переменные x, Ё образуют единственную безразмерную пере- 
менную C=Col/x, искомые функции — безразмерные Vo/Co, p/pi; без- 
размерные константы сводятся ку и Mo=Uo/Co. По л-теореме име- 
ем 


осо Ф, (р, Mo, 6), р=Ф, (у, Mo, 5), р==рФ; ($, Mo, 5), (24.31) 


т. е. уравнения в частных производных (13.4), (13.6) согласно пре- 
образованиям производных 


становятся обыкновенными 


dv @? dp dp , 
5(1— 59) eo a oe 5(1— 55) = 0. (24.32’) 


Пренебрегая теплообменом между частицами газа в области те- 
чения, находим из (13.29), (13.25) 


ds ds р ” 
S=t(1—vt) ==0, s==c, In t. , 
t 7 (1—0) z , S=¢, ln 7 + cons (24.32") 


Система трех уравнений (24.32) для трех функций у, р, р с Ha- 
чальным условием C=0 (f=0), v=v;=0, р=р,, р=р: и граничным 
условием Ha поршие: 9=9 при x=Uot или при б=Мо! (Мо= 
=0o/Co), имеет два различных решения. При положительной ско- 
рости поршня (%°>0, Мо>0) решение имеет вид ударной волны. 


v=v,=const=vy, p=p,=const, (24.33) 


причем эти постоянные возникают скачком на фронте x=Dt и 
вместе с D определяются из (12.23), (13.30). При 9%<0 энтропия 
не изменяется на фронте X=—Col, и решение находится из (24.32’) 
при условии p/p\= (о/р!)*. 

Решения задач МСС, получаемые на основе л-теоремы путем 
уменьшения числа независимых переменных и функций, называ- 
ются автомодельными, например решения (24.28), (24.30), (24.31). 
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$ 25. КВАЗИЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
И ОБЩИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 


Автомодельные решения задач МСС получаются за счет пре- 
образования координат, времени и искомых функций к новым без- 
размерным переменным, определяемым методами теории размер- 
ностей. При этом не накладывается каких-либо существенных огра- 
ничений на вид функционалов Я и операторов Н (23.16), их при- 
ведение к виду (23.17) всегда возможно и эффективно. 

Более общие методы теории групп Ли позволяют находить мак- 
симальную в рамках этого подхода группу непрерывных преобра- 
зований независимых переменных и искомых функций, допускае- 
мых системой дифференциальных уравнений, выбирать на ее ос- 
нове замену переменных, приводящую к упрощениям, и находить 
классы решений, включая автомодельные. 

В классических теориях и некоторых теориях сред со слож- 


ными свойствами функционал состояния Я, энтропия $ и рассея- 


ние wr B лагранжевых координатах — просто функции аргумен- 
тов Ар В», Dj, выражающихся черезх (х, #): 
ди Oxt ди , 
—v'=0, —Aj=0 —-— Di==0, 25.1 
at as! А el) 


и температуры 
S™ =F" (Aj, ПР, Т), s=s(Aj, Т), 
w*=w" (Aj, D?, Т). (25.2) 


Уравнения движения (11.2) и теплопроводности (11.12) при- 
водятся к следующей системе квазилинейных дифференциальных 


ь f ; 
уравнений первого порядка относительно 9’, Aj, Dj, T, qi: 


ду р дАР 
© (SEX!) 16:65 + В "А Of 
i abe тети OT Z 
+ AF р a + AnF iT pane 
(25.3) 
дАР 

OT sp a — gt и OTS pDr+ и"; 

im OT _ ge ( = =) 
№ дхт q р А 


Вместе с (25.1) получилась замкнутая система 28 уравнений от- 
носительно 28 искомых функций x‘, 0", 9', T, Ар Dj (i, j=1, 2, 3). 
Коэффициенты уравнений (25.3) вида Я"? и $,. означают част- 
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ные производные функций (25.2) по соответствующим переменным 
(2= Аг, Df, Т). 

Размерность группы преобразований и связанных с ней воз- 
можностей выбора новых параметров, упрощающих систему 
уравнений, определяется аналитическим представлением функций 
Я т”, 5, w*, ^,..., выбором параметров процессов и независимых 
переменных, понижающих размерность. Число уравнений в част- 
ных задачах может существенно уменьшаться. Например, при ма- 
лых деформациях и обратимых процессах в случае, если $ зависит 
только от Т, задача теплопроводности выделяется в самостоятель- 
ную, и последние четыре уравнения системы (25.3) становятся 
замкнутой системой. Если зависимость между коэффициентом теп- 
лопроводности A, энтропией $ и температурой Т можно аппрокси- 
reo формулой, содержащей две произвольные постоянные 

им, 


dst Ro {ras 
A=h,,T oy е ? (25.4) 


и обозначить 


(25.5) 


$ 
T =» (T ds, um——kg™, t= 
0 


то получим систему 
ch м 


—¢ 9 т=0, т=1, 2,3, (25.6) 


дт д" — дгт 
а в случае одномерной задачи — два уравнения 
oF __ ди FT or 
= 0, е u=0. 25.7). 
ot 92 92 ео 


Теория размерностей, как можно проверить, приводит к двум без- 


размерным переменным, пропорциональным Ё=х/ИЁ и иИЁ, и по- 
тому 


9=7®, «=“ ®. (25.7%) 


После этого система (25.7) интегрируется, т. е. находится част- 
ное решение (25.7) вида (25.7’). Излагаемый ниже метод в этом 
примере позволяет найти еще одну существенно отличающуюся 
от (25.7’) замену переменных, также сводящую задачу к двум 
обыкновенным дифференциальным уравнениям и связанную с дру- 
гим элементом группы. 

Пусть дана система N квазилинейных уравнений в частных 
производных первого порядка по Nx независимым переменным х 
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относительно Ny неизвестных независимых между собой функций 
y(x), причем для x всюду примем индексы (i, 7), для y—(k, 1) 


ЖИ, IE aden, hy ana ный ME Joo, нь ME 
(25.8) 
WP Po way Bway, YY wok ум (k, l=1, 2,..., N,), 
частные производные и по х обозначим р: 
_ м. 5 м __ д 
P dx “Pi oxi’ Pj д ’`°"° (25.2) 


Тогда исходная система квазилинейных уравнений запишется в 
виде 


Я, (х, у, р) = И, (х, y)ptHe(x, y) = Hale, ypi+H'S(x, y)=0, 
s=1, 2,..., М. (25.10) 
Рассмотрим некоторое взаимно однозначное преобразование 
всех переменных х, у к новым X’, у': 
х'==Р (х, у): хе =f" (x, 9), 11 2,..., М; 
ой, (x, yr y*=F'* (x, 9), R=l, 2,..., М; 
(25.11) 
x= f(y’, ур, У); 
y= (ху) =", у). 
Подставляя x, ув (25.10), получим преобразованные выражения 
коэффициентов в переменных x’, у’ и уравнения 


Я,(х, у, рН, ({, F) p+ НЦ, F)=Hs (x,y p+ НУ (и, у) =0 
(25.12) 
Решением (25.10) называется у=у(х), а в новых переменных у’= 
=y’(x’), причем р=ду/дх, р’=ду’/0х’. Дифференцируя по x’ при 
У=У'(х’) равенство у=у(х): 
F(x’, y= y(F(x’, У), 
получим уравнение для определения р через р’: 
ря _ о рЦЩа ад, 05 13' 
Dx' P Рх ’ Ох дх' t dy ` ois) 
В компонентах (25.13) означает систему М№,-М№, уравнений для та- 
кого же числа pi* (1=1,2,..., Nx, R=1, 2,..., Ny): 


gos’ ин. р _ 9 1 нд 
ae a ee (25.13) 
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Обозначая Я определитель квадратной матрицы (Nz Xx Nx) 


рН oft д 9 
Det axe + Pt ду" ' 


=I), &= (25.14) 


являющийся полиномом Nx степени относительно всех р”, нахо- 
дим все pi: 


P (адр= BQ PE , Gy a 274, 
г з oz 
(25.15) 
r— Gli, DF* f(y) — 9F (2) 
РОО. Фо = Se. 
Nena ee ee (25.12) принимают вид 
CAA FP (@) DZ +P (2) HE (f, F)=0, z= р s=1, 2,..., М. 
(25. 16’) 


Это уравнения в частных производных первого порядка: степени 
Nx относительно р’; степени Nx ‘относительно частных производных 
Of/dx’,., Of/Oy’,; линейные относительно 09/0х’, OF /dy’; однород- 
ные относительно частных производных {и F по x’, y’. В коор- 
динатной записи они имеют вид 


НЫ (р, F) P|) 2Z* +P ен, F)=0; s=l, 2,..., М; 
! (25.16) 


kool, 2,..., Му i, = 2... Me 


Уравнения (25.16) при удачном частном выборе функций 
f(x’, у), F(x’, у) могут оказаться проще уравнений (25.10); они 
совпадут при тождественных преобразованиях: 

0 0 
xP (x, у) Ех, у (х', у) =, (25.17} 
поскольку в этом случае 


0 . 0 0 
2—8, P=1, 84=8; РЯ ри. = (2547) 


Существенное упрощение Hs системы (25.16) сравнительно с 
(25.10) может происходить только для частных видов Н; (25.10), 
т. е. коэффициентов Hse (x, 9), Hs (x, y). Таким образом, ставится 
вопрос: каковы все неизвестные преобразования x=f(x’, у’), y= 
= (x’, у’), при которых данные уравнения (25.10) допускают су- 
щественное упрощение, т. е. в виде (25.16) содержат меньшее 
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(<Nx) число новых независимых переменных x’, функций у’, ли- 
бо тех и других? 

Существенное упрощение произойдет, если в системе (25.16) 
пропадет одна из x’, например х“’ (а — фиксированное число 
из i=], 2,..., Nx). Для этого необходимо и достаточно, чтобы в 
уравнениях (25.16), представляющих полиномы относительно р” 
степени №, коэффициенты при всех одночленах, содержащих Pe* 
(при всех А=1, 2,..., Му) обратились в нуль и чтобы все осталь- 
ные коэффииценты и свободные члены не зависели от х“. Это тре- 
бование приводит к переопределенной системе дифференциальных 
уравнений относительно f и 9”. Если при данных sei, F)s 
Hs (f, 9) полученная система имеет только тождественное реше- 
ние /=Р==х’, ¥=F Sy’, то уравнения (25.10) не допускают рас- 
сматриваемого упрощения. Перебором чисел можно выяснить 
другие возможные упрощения этого типа. 

Достаточно общий ответ на поставленный вопрос дает теория 
групп Ли преобразований. Эффективные методы и приложения к 
дифференциальным уравнениям основаны на взаимно однознач- 
ном соответствии между группой Ли непрерывных преобразова- 
ний (25.11) с вещественными параметрами и алгеброй Ли диффе- 
ренциальных операторов. 

Однопараметрическая непрерывная локальная группа преобра- 
зований (25.11) с вещественным параметром A, изменяющимся в 
некотором интервале, содержащем точку A=0, 


х'=ф(х, у, №, y' =x, и, A), 
(25.18') 


Ф(х, 9, 0)=х, P(x, у, 0) =, 


может быть определена заданием №» функций E(x, у) и Ny функ- 
ций n* (х, у). Соответствие между группой преобразований (25.18) 
и координатами Е'(х, у), n*(x, у) ее оператора устанавливается 
следующей теоремой Ли. 

Функции $’, 4", задающие группу преобразований (25.18’), 
удовлетворяют системе обыкновенных дифференциальных уравне- 
ний по параметру A с начальными условиями при ^=0 


ду 


Ox't В р "Е kyl , 
4: = xy i 
5% =F (x', у), ah n(x, у) 


(25.18) 
Хао =x, Ушу“. 


Обратно, для любых гладких функций #'(х, у) и n*(x, у) и 
любой точки (х, у) решение задачи (25.18) определяет однопара- 
метрическую группу преобразований (25.18’). 
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Инвариантом группы преобразований (25.18’) называется фун- 
kuna У(х, у), если для любых (x, y) и A из области их изменения 
выполняется 


У (х', у’) =У (x, 9. (25.19) 


Функция Y(x, у) является инвариантом группы преобразований 
(25.18’) тогда и только тогда, когда 


al ere ВЕ 25.19 
Batt ag =. (25.191) 
Дифференцируя (25.19) поли cae (25.18), получим 

4 _ ду ди, ду ay i Ч’, у’. =0 

dh vt би =E (x x,y) Ts HG 
(25.19") 
т. е. если Y(x, у) — инвариант группы (25.18’), то выполняется 
(25.19). Обратно, если выполнено (25.19), то -—-=0, т. е. 


dh 
Y(x’, y’) не зависит от параметра A и равен его значению при A= 
=0, т. е. выполняется (25.19’). 

Уравнение (2519) имеет №М.--№М,—1 полных интегралов, кото- 
рые являются независимыми инвариантами У, (х’, у’) =У. (х, и) 
(q=1, 2,.., Nx+Ny—1), причем любая их функция также будет 
инвариантом (зависимым). 

Многообразие tp, регулярно заданное уравнениями 


s(x, yy=0 ($=1,..., М), (25.20) 


называется инвариантным многообразием группы (25.18’), если для 
любых (х, у), удовлетворяющих уравнениям (25.20) и при любом 
» выполняется 


w(x’, y’)=0 (@=1,..., м). (25.20') 
Многообразие (25.20) — инвариантное многообразие группы 
(25 18’) тогда и только тогда, когда 
(ya ent | =0 (s=l,..., m). (25.20") 
Oxi ди" Jy 


Свойство инвариантности используется для отыскания группы 
преобразований, допускаемых исходной системой уравнений, и для 
отыскания различных классов частных решений. 

Для отыскания группы система уравнений Hs=0 (25.10) pac- 
сматривается как инвариантное многообразие в пространстве пе- 

: ай 
ременных x’, и", т (дифференциальное инвариантное мно- 
гообразие). Критерий инвариантности записывается в виде 


302 Глава VI. Методы теории размерностей 


‘г OHs | pp OHS | oy OH 
ee ——— ; 
(: af И 


‘a ~0, (25.21) 
J As—o 


где в отличие от (25.20”) функции &(х, у, р) вследствие зависи- 
мости pi oT х, у вычисляются через &', n*, и приводит к системе 
уравнений для функций Е, n* 


(@ j=, 2... Me k=1, 2,..., Ny s=1, 2,..., №) 
; Hs А Of, Dy bass в DEI ай, = r 
e axt Е aye +( Dxt Pi Desi ) op = aay 
где 
в, Dnt DEI р, д ы 19 и 
c= ди Pj ре’ ря Oxi +P dy! © Cnet) 


Вывод (25.21”) принципиально не отличается от вывода 
(25.13’). 

Левая часть (25.21’) — полная неоднородная квадратичная 
форма относительно pf. 
Развернутая запись (25.21^): 

aH? aH? ant out oH}, 1 t 
US es [чи | 
Oxi dyk Xx: y xd 


‚ oki т 
— Hy E 00. (25.21”) 


В системе (25.21) исключается N произвольных pi*, которые 
находятся через остальные р из М уравнений (25.10) и требует- 


ся, чтобы полученные таким образом N уравнений тождественно 
выполнялись при любых оставшихся рр. Таким образом, получает- 
ся сильно переопределенная система № хи 


м," (№410 (+2), М=ММ,—М, 


однородных линейных дифференциальных уравнений в частных 
производных первого порядка относительно Nx+Ny функций 
(x, у), т^(х, у) с коэффициентами, зависящими от HY (x, 9), 
Hi, (x, У) и HX первых частных производных по x, у. Эта система 
№, уравнений всегда имеет хотя бы одно решение 


#=0, 1 =0 ((—=1, ее Ny k=1, 2, Ая №), 


которому согласно (25.18) соответствует тождественное преобра- 
зование (25.17). 
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Если существует и других, линейно независимых решений си- 
стемы М, уравнений (Е, п^), у=1, 2, ..., n<Nit+Ny, то из 
(25.18) для каждого у имеем 


d. dy'k ee ag 
A Be у, ти, 9 
(25.22) 
№0, xix, yay’, v1, 2,..., A, 


и решение этих уравнений представляет л-параметрическую epyn- 
пу Ли преобразований, которую допускает система (25.10). 

Преобразования п-параметрической группы получаются пере- 
множением преобразований однопараметрических групп. 

Изучаемую исходную систему уравнений можно не приводить 
к виду (25.10), вычисляя при составлении системы уравнений для 
B(x, и), n* (x, у) значения соответствующих величин через &!, nf 
для преобразования вторых производных и т. д. 

Известная группа преобразований позволяет найти классы ча- 
стных решений, получаемых из системы уравнений меньшей раз- 
мерности. 

Пусть известна л-параметрическая группа преобразований, до- 
пускаемых системой (25.10) 


xi= oll (x, у, MQ (х, ys ML... М), уф (х, у, A): 
| (25.23) 
x= Q(x, у, №), y= p(x’, у, № 
или функции Е (х, и), ПЕ(х, у) (v=1, 2,..., п). 
На основании (25.22), (25.23) получаем 
ay” 
Oa BB, y+ So kee y')=0, у=1, 2,..., п. (25.24) 


Критерий инварианта (25.19) принимает вид системы диффе- 
ренциальных уравнений. 

Классы решений, инвариантных относительно подгрупп группы 
(25.23), связаны с числом функционально независимых решений 
этой системы, т. е. с рангом матрицы ||, nF ||. 


Для однопараметрической подгруппы, заданной &, nv, при 


фиксированном у, базис инвариантов Уф (9=1, 2, ..., N,+N,— 
—1), независимых по отношению к переменным у, позволяет по- 
строить преобразование (25.25), где за новые переменные выбра- 
ны инварианты подгруппы у: 


ХУ (х', y'), xt=x', 
(25.25) 


, 


y'P=Y>(x', у) 
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Поскольку любая функция инвариантов Уф при фиксирован- 
ном у есть инвариант, то в (25.25) вместо Уз, Yp можно выби- 
рать удобные их комбинации. 

Существенное упрощение системы (25.10) при преобразовании 
типа (25.25) с фиксированным V состоит в том, что в виде (25.16) 
уравнения будут содержать №,—1 независимую переменную, т. е. 
на единицу меньше, и определяют частное решение системы ин- 
декса v. 

Применительно к задаче теплопроводности (система (25.7)) од- 
но из двух существенных упрощений, получаемых из системы 
(25.21”) и (25.7), приводит к автомодельному решению (25.7’), 
другое дает следующую связь между функциями: 


Е, 1 (i=1, 2; #=1, 2) при х\=2, х==т, у, Уи, 


(25.26) 
El = 2£?, n= 288, W=ue. 
Уравнение (25.19”) 
oy , ду ay ay 
LE И GOO, yy OF 
ea a Ане 
приводит к системе уравнений 
а а. (25.27) 
2 2 и 


которые имеют полные интегралы 
У, ==2е-*, У,=9—21, У, = ие". 


Принимая их за новые переменные т’=т, 2’=£, Т’=0, и’=и, 


==2е-", 0(2)=9’— 2%, о(=ие-*, (25.28} 
получим систему обыкновенных дифференциальных уравнений 
40 dv 40 
ee he ee =eb—_., 25.29 
te о а т ( ) 


Как видим, громоздкость преобразований оправдывается сущест- 
венными упрощениями при получении фундаментальных частных 
решений. 


= 


— = 
ue 


eee 
oem ч Ot © 
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условия (170). Начальные условия (171). Поверхности разрывов 
(171). Кинематические условия (174). Динамические условия (175). 
Обратимость функционала состояния. Особые случаи (175). Эквива- 
лентность механических граничных условий (177). Линеаризация за- 
дач МСС. Вариационная постановка (179). 


Глава IV 
Классические теорни. Аэрогидродинамика и теория упругости. . 


$ 13. Идеальные жидкости и газы ИК hy BOR 
Уравнения Эйлера в лагранжевых координатах (184), Несжимаемая 
жидкость. Баротропная жидкость (185). Идеальный газ (186). Ин- 
теграл Лагранжа. Интеграл Бернулли (189). 

$ 14. Вязкие жидкости ae i ae? RP oe 
Уравнения Навье—Стокса (193). Уравнения вязкой жидкости в ла- 
гранжевых координатах (195). 

$ 15. Линейная теория упругости. . . . . . му 
Уравнения Ляме (201). Объемные и сдвиговые волны (208). Одно- 
родное анизотропное тело (204). 

$ 16. Нелинейная теория упругости gu 9 9 к 
Свободная энергия изотропного упругого тела (211). ее суще- 
ствования потенциала (212). Представление упругого потенциала 
через главные кратности деформации (214). 

Глава У 

Среды со сложными свойствами ‘ A 

$ 17. Простейшие математические модели сред со сложными свойствами 
Векторные и скалярные свойства. Нелинейновязкие жидкости (218, 
219). Жесткопластическая и вязкопластическая среда (220, 222). 
Идеальная сыпучая среда (222). Условия Сильвестра (223). 

$ 18, Определяющие соотношения начально изотропной среды 
Преобразования вращения и отражения в Ев, инварианты преобра- 
зования; длина дуги, кривизны, формулы Френе (225—227). На- 
чально изотропное тело (228). Общий постулат изотропии; частный 
постулат изотропии (231). Приближенные определяющие соотноше- 
ния в Es (232). 

$ 19. Упругопластические деформации начально изотропных тел 
Теория малых упругопластических деформаций (234). Теория пла- 
стического течения (238). Постулат иластичности (239). Ассоцииро- 
ванный закон текучести. Теория Прандтля — Рейсса (240, 241). 
Теория течения для конечных деформаций (241). 

$ 20. Линейная теория вязкоупругости 


Модель Максвелла (246). Связная задача вязкоупругости (249). 
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§ 21. 


Динамика сверхзвуковых течений 2. | ww eee 


Асимптотические уравнения состояния. Закон плоских сечений (250, 
251). Случаи установившегося (252), неустановившегося (257) дви- 
жения. Вариант постановки задач сверхзвуковой аэродинамики для 
тонких тел (258). Линеаризованная тсория (261). 


$ 22. Влияние электромагнитного поля a aa i sek а ae 
Уравнения Максвелла (263, 264). Пондеромоторная сила (266). 
Электронная теория Лоренца (272—273). Эрингена—Може теория 
пондеромоторных сил (270—272). Пьезоэлектрические свойства 
(272—273). Электромагнитные граничные условия (275). Магнитная 
гидродинамика (276). 

Глава VI 


Методы теории размерностей 


$ 23. 


$ 24. 


$ 25. 


Основы теории размерностей и подобия . ar ow 


Преобразование масштаба (280). Преобразование структуры (281). 
Система единиц СИ (282). л-тсорема размерности (284). Парамет- 
ры подобия (287). Ревизионный анализ (287). 


Примеры ревизионного анализа и некоторые задачи. 


Изотермические задачи (287). Параметр Фруда (290). Параметр 
Коши, число Маха (290). Число Рейнольдса (291). Центрифуга; 
среды со склерономными свойствами. Скорость звука (292). Линей- 
ные механические ускорители. Примеры решения задач МСС на ос- 
нове д-теоремы (293). Волна в полубесконечной трубе. Автомодель- 
ные решения (295). 


Квазилинейные уравнения и общие преобразования 


Общие преобразования аргументов, функций и производных (298— 
300). Группа Ли преобразований (300—303). Пример задачи тепло- 
проводности (304). | 
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